DERIVATE DI ORDINE SUPERIORE

Si ha una funzione f: I — IR dove I e un intervallo aperto.

Supponiamo f due volte derivabile in I, cioe possiamo

calcolare f/(x) e f"(x) per ognix € I.
Definiamo la funzione

glz)=f"(z) Vxel.

Se g & derivabile in un punto z € I, allora ¢’(x) (= derivata
di f” nel punto x) si chiama derivata terza di f in z e
si denota f"/(x).

Per induzione si definiscono le derivate quarta, quinta,

.., n-esima di f in un punto x € I, e si denotano

FW@), fO),..., f M),

_df
= @(@

[Terminologia: derivata n-esima = derivata di ordine 7]

Altra notazione: f(™)(z)



Esercizio 1. Calcolare tutte le derivate della funzione

fla)=3—T2" + (x —2)° — 4(x — 2)°.
Fl(x) = =14z + 3(z — 2)> — 20(z — 2)*
F(z) = =14 4 6(z — 2) — 80(z — 2)°
F"(x) =6 — 240(x — 2)°

FH(2) = —480(z — 2)

FO)(z) = —480

Osservazioni.
e La derivata di un polinomio di grado k € un polinomio di

grado (k — 1).

e Un polinomio e derivabile infinite volte e tutte le sue

derivate sono polinomi.

e Dato un polinomio di grado £, tutte le sue derivate di

ordine n > k sono nulle.



Esercizio 2. Calcolare tutte le derivate della funzione
flx)=-¢e".
f/<CC> _ 61’7 f”<CIf) _ 6567 f///<33> _ 6;57 o

cioe

FO(z)=e" Yn=1,2,3,...

Esercizio 3. Calcolare tutte le derivate della funzione

f(x) =sinz.
f'(x) = cos f'(x) = —sinz
f"(x) = —cosw FW(z) =sinz
fO@) =cose  fO(2) = —sine
FfOz)=—cosz  fO)(z)=sinz
([ sinx sen =4, 8 12,...
COS T sen=1,5,9,...
f @y =3 }
—sinz sen =2, 06, 10,...
| —cosx sen=3, 7, 11,...




Compito. Calcolare tutte le derivate di cosz e log .

POLINOMIO DI TAYLOR

Problema: data una funzione f:(xg — 0,29 +9) — R

trovare un polinomio P(x) che “approssimi” f vicino a x.

Motivazione: i polinomi sono le funzioni piu semplici per

Il calcolo.

Ipotesi: f derivabile fino all'ordine n nel punto x.

Strategia: cerco un polinomio di grado n della forma
P(x)=ag+ aj(x —xg) + - - - + ap(x — x0)"

dove le costanti ag, ay, ..., ap vanno scelte in modo che
( P(x) = f(z0)

P'(xg) = f'(2)

P"(xg) = f"(x0)

/"

L PU(ag) = 1) ()
[In questo senso il polinomio P(x) approssima la funzione

f(x) vicino al punto xg]



Calcolo delle derivate di

P(x) = ap+ aj(x — zg) + as(x — :1:0)2 + az(x — xo)g

Plz) = 0+ay+2-as(z — z0) + 3 - ag(z — xp)°

+---+n-an(aj—xo)”_

P'z) = 04042 -a3+2-3-as(x — x0)
foort(n—=1)n-ap(z —xp)"?
Eccetera
p(ﬂ)(gj) =0+0+0+0
+--+[2-3---(n—1)-n-ay
Quindi
( f(zo) = P(xo) = ag

f'(xo) = P'(zg) = a1 = llay
f(zg) = P'(x0) =2+ ag = 2l ay

_/\

| f"(ag) = PO (ag) =23+ (0~ 1) -~ an = nlay
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In conclusione

P(x) = ap+ a1(x — zg) + ag(x — x0)2 + az(x — mo)g

= f(wo) + f'(z0)(x — 20) + T 7))’
(o (n) (4
—|—f ?S' )<£C—£Eo>3—|—°' _|_f n(' 0)(56_330)71

cioe

[convenzione f(0) = f]

Ricorda che 0! = 1 (per definizione)

Il polinomio cosi trovato si chiama polinomio di Taylor

di / all’'ordine n nel punto z.

Nel caso xg = 0, il polinomio

n_r(k)
k=0 '

k

si chiama anche polinomio di McLaurin.



Esercizio. Scrivere il polinomio di Taylor al secondo ordine

nel punto e per la funzione
f(x) = arctan(In x).

La formula da applicare e:

P() = flxo) + f'(a0)(x —x) + L SO)(:U — o)
con xg = e.
Calcolo
Il 1 b_ :
M) = e = =~ : (1+ (Inz)?)

(1+ (In2)?) +z(2Inz) !

(@) = - E
[m (1 + (In 56)2)}2

1+ (Inz)* +2Inx
2 (1+ (In x)Q)}Q

Quindi
f(e):arctanlzg, flle)=—, f(e)=— _ _

In conclusione




Fissata una funzione f(x) e un punto zq (in cui f sia deri-
vabile infinite volte), possiamo scrivere infiniti polinomi di

Taylor:

Pi(z) = flzo) + f'(z0)(x — xp)

Py(z) = f(xo) + f'(x0)(x — o) + 2!($—m9
Pyle) = Flao)+ ' lao)(a — a0) + L0 0 —
—I—f 3(':6 >(33—£Eo>3
Pule) = Flao)+ /' lao)(a — a0) + L0 0 —
(o (4)(
_|_f 3(' >(£C—£E0)3—|—f 4<! O><£IZ—$0>4

eccetera.

L'approssimazione f(x) =~ P,(x) sara tanto piu buona

quanto piu grande e n.



Esempio: polinomi di McLaurin di f(x) = sinx.

/! O i O
Py(x) = f(0)+ f(0)x + f2(' )wQ + / 3'< )mg
(40 5)(0 o
Jrf ()I4+f ()x5+...+f (0) n
4! 5! n!
So gia che
(sinx se k=0, 4, 8,.
(k) . _ ) COST sek=1, 5, 9,
) =« —sinx  se k=2, 6, 10,
| —cosx sek =3, 7, 11,
Quindi
(0 se k e pari
FRoy={{1 sk=17509,...
\—1 sek=3 7 11,...
Allora
P(z) = Py(z) = Py()
373
Pyz) =z — - Py(z) = P(z)
3 5!
x°
Psz) =2 — o5+~ Ps(z) = Ps(x)
3 5 7
A A
Prla) =2 — =+ —= Py(z) = Pr(x)



Valutazione dell’errore

Considero una funzione f(x) e un punto z( in cui f sia
derivabile infinite volte.

Scrivo il polinomio di Taylor di f in x( all'ordine n:
f ¥ ()
Palr) = 3 110 0 — )
k=0

In generale non ho che f(x) = Py(z) ma f(x) =~ Py(x).

Pil precisamente

f(x) = Pp(z)+R(x) dove R(x) = Ry(x) e il resto o errore

Non solo R(x) — 0 per x — xg ma, piu in generale, si ha:
Rp(z)

(x — x0)"

>0 per x — x

[Il resto & tanto piu trascurabile quanto piu grande viene

preso n]
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Definizione di “o piccolo”

Una funzione g(x) si dice “o piccolo di (x — xg)" per
T — Ty Se

g(z)
(. — )"

>0 per x — x
In tal caso si scrive

g(x) = o(z —x0)") perx — x

Pili in generale, date due funzioni g(x) e h(x), diciamo che

" g(x) & un o piccolo di h(x) per x — x" se
9(z)
h(z)

In tal caso si scrive

>0 perx — x

g(x) = o(h(x)) perz — xg

Esempi. Data g(z) = z7/? stabilire se
e g(x) =o(x) perx — 0

e g(x) = o(z?) per x — 0

11



e g(x) = o(z?) per x — 0.

Risposte:
glx)=o(x) perx — 0 < 9(2) > 0 perx — 0
Ma /3
g(z) @ — 23 0 per z — 0
x T

Quindi g(z) = o(x) per x — 0.

g(z) =o(z®) perz — 0 < g(g) >0 perx — 0
T
Ma /3
g(:;;):xQ :x1/3—>0peraj—>0
x T

Quindi g(z) = o(z?) per z — 0.

g(z)
5133

g(z) =o(z?) perz — 0 <

Ma

>0 perx — 0

= = > +00 per x — ()
Quindi g(z) NON & o(z3) per z — 0.

12



Torniamo a esaminare la valutazione dell’errore nella for-

mula
f(x) = Pp(x) + Rp(x) .
Dire che
Bn(z) >0 per x — I
(z — xp)"

significa che
Ry(x)=o0((x —zp)") perxz — xq .

Percio possiamo scrivere

fl@) = Y o=z +o((z —20)") perz — xy.
k=0

E la formula o sviluppo di Taylor col resto di Peano

(nel punto z( all’ordine n).

Esercizio. Scrivere la formula di Taylor al secondo ordine

nel punto e per la funzione
f(x) = arctan(In x).

So gia che il polinomio di Taylor per f al secondo ordine

nel punto e e:

T r—e (x—e)

4 2e 2e2
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Quindi la formula di Taylor &

_ Y
arctan(in ) = %Jr Izee - (:132 2€> o ((37 - 6)2)
€
per r — e .
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