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1 Richiami di Probabilita

Per maggiori dettagli ed esempi relativi a questa sezione, si possono consultare dei
testi di Probabilita come, per esempio, Baldi [1], Billingsley [2], Dudley [3], Durret [4],
Flandoli [9]. Assumiamo che il lettore sia familiare con la teoria della misura e l'integrale
di Lebesgue.

Uno spazio di probabilita ¢ una terna (2, 7, P), dove ¢ un insieme, F una o-algebra
suQelP: F — [0,1], una misura di probabilita su 2 (cioe P & una misura (non negativa)
o-additiva e tale che P(2) = 1).

Non e restrittivo supporre che P sia completa. Ricordiamo che P & completa se preso
A e F con P(A) =0, allora per ogni B C A risulta B € F (e quindi anche P(B) = 0).

Se P non & completa, si pud completarla nel modo seguente. Si considera N' = {B C Q tali che
esiste A € F, con P(A) =0e B C A}. Si pud sostituire F con la o—algebra F, la piti piccola o-algebra
che contiene F ed A. Si dimostra che F = {C CcQ: C=AUB,con Ac F, Be N}.

Si dice che una certa proprieta che coinvolge gli w € 2 vale quasi certamente (o q.c.)
su ) se essa & vera tranne che su un ' € F con P(2') = 0 (Q’ si chiama anche evento
trascurabile).

Prima di presentare alcuni esempi, fissiamo altre notazioni.

Sia A una famiglia di sottinsiemi di €2; la piu piccola o-algebra che contiene A si
chiama la o-algebra generata da A e si indica con o(A).

Dato A C Q, 14 indica la funzione indicatrice di A (1a(w) = 0, se w & A,
la(w) =1,sew € A).

Dato uno spazio metrico E, indichiamo con B(F) la o-algebra di Borel di E (¢ la
piu piccola o-algebra che contiene tutti gli aperti in F).

Esempio 1.1. Esempi di Spazi di probabilita

(i) Lancio di due dadi non truccati. Si puo scegliere Q = {1,2,...,6} x {1,2,...,6}; F
¢ la famiglia di tutti i sottinsiemi di §2. Possiamo porre P(A) = %, A e F (dove |A| &
la cardinalita di A).

(ii) @ = [0,1]; F = B([0,1]) ¢ la c—algebra di Borel di [0, 1]; P = A (misura di Lebesgue
su [0,1]).

(iii) @ = R; F = B(R);

—(z—a)?
o2
P(A) :/ € 2 g, ACF, acR, o>0. (1.1)
A 2o
La misura P si dice misura di probabilith normale (o Gaussiana) N(a,0?) (o
—(z—a)2
N(a,q), con ¢ > 0). La funzione z — % ¢ la densita di N(a,02). Si definisce

anche N(a,0) come la misura di Dirac concentrata in a.

(iv) Q = C([0,00),R™) = {w : [0,00) — R™ continue }. Q diventa uno spazio metrico,



completo e separabile, con la metrica:

L f—glls
d 5 = o 5 ) Qa
U9 = L s T g 17 .

If—9gl5% = sup [f(t) —g(t)], n>1
te[0,n]

Nel seguito incontreremo una misura di probabilita P su (2, B(12)), la misura di Wiener.

Sia assegnato uno spazio di probabilita (2, F,P).

Una funzione misurabile X : Q@ — R” si chiama variabile aleatoria (brevemente v.a.).
Quindi si richiede che per ogni A € B(R"), X 1(A) € F. Per indicare esplicitamente la
o-algebra a volte scriveremo che la v.a. X e F-misurabile. Se R" = R, si parla di v.a.
reale.

Sia X : Q@ — R” una funzione. La piu piccola o-algebra che rende misurabile X
si chiama o-algebra generata da X e si indica con o(X). E’ chiaro che o(X) =
{X"Y(B)}pep(rn)- Se X & una v.a. risulta o(X) C F.

Piu in generale se (X;);cs € una famiglia di funzioni da € in R™, La piu piccola
o-algebra che rende misurabili tutte le X; si chiama o-algebra generata da (X;);cs
e si indica con o(Xj, i € J).

Sia X : Q@ — R™ una v.a.; se A € B(R"), useremo spesso la notazione (X € A) o
{X € A}, per indicare I'insieme (o evento) X 1(A) = {w €  : X(w) € A}. Inoltre
poniamo

P(X € A) == P({w € Q : X(w) € A}). (1.3)

La legge (o distribuzione) di X ¢ la misura di probabilita px su B(R") data da
ux(B) =P(X € B), B e B(R").

(per esempio se X = c € R", q.c., allora ux = d., la misura di Dirac concentrata in c).

Una v.a. reale si dice v.a. normale o Gaussiana, se la sua legge ¢ N(a,o?), per
qualche a € R, 0 > 0.

Sia X : Q@ — R una v.a.; Se X ¢ integrabile secondo Lebesgue su (€2, F), cioeé se esiste
finito l'integrale di Lebesgue [, | X (w)[P(dw), diciamo che X & una v.a. integrabile.
In tale caso si pone

EX ::/QX(UJ)IP’(dw).

EX is dice attesa (o media o speranza) di X (osserviamo che se X > 0 allora ha
sempre senso EX; essa puo essere finita o infinita).
In modo simile sia X = (X;)i=1,..n :  — R” una v.a. (n-dimensionale). Se E|X| <
oo (dove | - | indica la norma euclidea di R™, n > 1) allora si pone EX = (EX})i=1,. n.
11 calcolo delle attese si puo ricondurre al calcolo di integrali su R", grazie al seguente
risultato:



Teorema 1.2. (Formula di cambiamento di variabile) Sia X : Q@ — R™ una v.a. con
legge px. Sia f : R™ — R una funzione Borelliana, tale che o f(y) > 0, y € R", o
Jgn [f ()| 1x (dy) < oo. Allora si ha:

Ef(X) = . f(y)px (dy). (1.4)

Per esempio, se X & una variabile aleatoria con legge N(a,o?), risulta:

—(z—a)?

(&} 202
EX:/xdx:a.
R

Sia X una v.a. reale tale che EX? < oo. La varianza di X ¢ var(X) = E(X —m)? =
EX? —m? dove m = EX.
Per esempio se X ¢ normale con legge N (a,0?), si trova che var(X) = o2.

Lemma 1.3. (Disuguaglianze di Chebyshev)

1. Sia X una v.a. reale e non negativa. Allora per ogni e > 0, p > 0, risulta:

EX?
P(X >e¢) < )
P

2. Sia X una v.a. reale con EX? < 0o. Poniamo m = EX. Allora risulta:

var(X)
e

P(|X —m| >¢) < e>0.

Parliamo ora del concetto di indipendenza.

Partiamo dal concetto elementare di probabilita condizionale. Siano A, B € F, con P(B) >
0. Quale puo essere una ragionevole definizione di P(A/B), la probabilita che capiti I’evento A
sapendo che B si & verificato? Poiche sappiamo che w € B, possiamo guardare a B come ad un
nuovo spazio di probabilita Q) con F = {FNB, FeF}e P = %. In questo nuovo spazio

(Q, F,P) la probabilita che w sia in A & P(ANB) = P(Pfég?). Pertanto scriviamo

p(a/p) — EANB)

B P(B) > 0.

Dire che A ¢ indipendente da B significa dire che P(A/B) = P(A), cio¢ che P(AN B) =
P(B)P(A).
Introduciamo le seguenti definizioni.

(1) Diciamo che due eventi A, B € F sono indipendenti se P(A N B) = P(B)P(A).
La definizione si estende ad un numero finito di eventi. Siano Ai, ..., A, € F; essi si
dicono indipendenti se per ogni scelta di i1, ...,%,, tra 1 ed n, risulta

P(A“ N...N Alm) = P(Azl) .- ]P)(Azm>

(2) Date due v.a. reali X,Y : Q — R". Esse si dicono v.a. indipendenti se per ogni
F,G € B(R"), si ha:

PXeFYeG)=P(X e F)P(Y € G),
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dove PIX e Y € G) =P{weQ: X(w) e F}N{weQ : Y(w) € G}).
(3) Due o—algebre G e H contenute in F si dicono indipendenti se per ogni scelta di

G e€Ge HeH,glieventi G e H sono indipendenti.

La definizione (1) & un caso particolare della definizione (2) (infatti siano A, B € F; si verifica che A e
B sono indipendenti se e solo se le v.a. 14 e 1p sono indipendenti).

La definizione (2) & un caso particolare della definizione (3) (infatti siano X,Y v.a.; si verifica che

X e Y sono indipendenti se e solo se le c—algebra o(X) e o(Y') sono indipendenti).

Le precedenti definizioni di indipendenza si estendono a famiglie di oggetti. Le
definizioni (2) e (3) diventano:

(2’) Siano (Xj)jes v.a. a valori in R™. Esse si dicono indipendenti se per ogni scelta
(finita) di j1, .. jm € J, risulta che Xj,, ... X, sono indipendenti; ovvero per ogni
scelta di A;, € B(R™), risulta che

P(Xj € Ajy, ..., X, € 4;,) =P(X;, € 4;) - P(Xj,, € 45,,).

(3’) Siano (Fj)jes o-algebre contenute in F. Esse si dicono indipendenti se per ogni
scelta (finita) di ji, .. jm € J, risulta che Fj, ... Fj,, sono indipendenti (ovvero per
ogni Fy, € Fj,, ..., Fj,, € Fj,., gli eventi F; , ..., Fj, sono indipendenti).

E utile il 7-A lemma di Dynkin che ora introduciamo (vedere [2] o [22]).
Una famiglia £ di sottinsiemi di €2 si dice m-system se presi A, B € L, risulta che
AN B € L. Una famiglia M di sottinsiemi di 2 si dice A\-system se verifica

1. Qe M;
2. se A € M allora A° € M (dove A€ ¢ il complementare di A);
3.se A;jeM,jeN e A;NA; =0, per i # j, allora UjenA; € M (M & stabile per
unioni disgiunte).
Lemma 1.4. (mr — X\ Lemma) Se A ¢ un w-system e M un A—system allora A C M
implica che o(A) C M (dove o(A) ¢ la pit piccola o-algebra contenente A).
Con il precedente risultato si puo provare la seguente proprieta.

Proposizione 1.5. Siano X1, .. Xy, v.a. suQ a valori in R™. Sia X = (X1,...,Xn) :
Q — R™, Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) X1, ..., X;m sono indipendenti;

(i) px = px, X ... Xpx,, suBR™) (dove px indica le legge di X e px, X ... Xux,,
indica la misura prodotto);

Dimostrazione. Diamo un’idea della dimostrazione che (i) implica (ii). Si ha che
px (A1 X ... X Am) = px, (A1) - px,, (An), A; € BR"),i=1,...,m.

Dunque le due misure di probabilita g1 = pux e p2 = px; X ... Xpx,, coincidono sui rettangoli
Ay X ... X Ap. I rettangoli formano un m-system e generano B(R™™) (cio¢ la pilt piccola o-algebra che
contiene i rettangoli & B(R™)). La dimostrazione si conclude osservando che la famiglia

M={CeBE"™) : u(C) = p2(C)}

€ un A—system. [ ]



Corollario 1.6. Siano X1, .. X,, v.a. reali, indipendenti e integrabili su Q. Allora
risulta:

() E(]T x0) = TT E(X0).
k=1 k=1

Osserviamo che (*) non implica che le v.a. X, ... X, sono indipendenti.
Proposizione 1.7. Siano X1, .. X, v.a. reali, indipendenti e a quadrato integrabile
su ). Allora risulta:

m m
var(ZXk> = Zvar(Xk).
k=1 k=1
Dimostrazione. Sia EX; = m;, 1 = 1,...,m. Si ha, usando il corollario precedente,
m m 2
var(ZXk) :E( (Xk—mk))
k=1 k=1
=Y E(Xk —mk)? +2) E((Xk —mi)(X; —my)) = > var(Xg).
k=1 k<j k=1

Nel seguito utilizzeremo il seguente risultato.

Teorema 1.8. Sia (uy) una successione di misure di probabilita (di Borel) suR. Allora
esiste uno spazio di probabilita (2, F,P) su cui esistono variabili aleatorie indipendenti
(Xg) tali che la legge di Xy, € pg, per k € N.

Una sua dimostrazione utilizza un teorema sulle misure prodotto che ora spieghiamo
(vedere anche [3]).

Siano (Q, Fr), spazi misurabili, k € N. Consideriamo lo spazio prodotto Q = [],~, Q&, munito della
o-algebra F = [[,~ F&- F ¢ per definizione la o-algebra generata da tutti gli insiemi rettangoli , cioe
del tipo

A= HAk, con Ap € Fi
k>0

e Ax = Q, tranne al pitt un numero finito di indici ..

Teorema 1.9. Siano (Q, Fr,Px), spazi di probabilita, k € N. Consideriamo lo spazio misurabile prodot-
to (2, F) appena introdotto. Esiste un’unica misura di probabilita P su (Q, F) tale che per ogni rettangolo
A=TI[2, Ak, vale

P(A) = [ ] Pe(Ax).

k=0

Dimostrazione del Teorema 1.8. In accordo al Teorema 1.9, si considerano gli spazi di probabilita
(e, Fi, Pr) = (R, B(R), ux), k € N, e lo spazio di probabilita prodotto (2, F,P). Si definisce X (w) =
wr, w=(wg) €Q, keN.

Verifichiamo che Xy, ,..., Xk, sono indipendenti. Si ha

P(Xkl € Akn- oy Xk, € Ak") =
= H:U‘ki (Aki) = HP(X’W € Aki)’
i=1 i=1
con Ag, € BR),i=1,...,n. [ ]

Si puo provare anche il Teorema 1.8, prendendo come spazio €2 U'intervallo [0, 1] con
la misura di Lebesgue e usando un metodo che risale a Steinhaus, vedere [22].



Sia data una misura di probabilita (o legge o distribuzione) p su B(R™). Definiamo
la sua funzione caratteristica o trasformata di Fourier i : R" — C, nel modo
seguente:

i) = [ Nuds), he R, (15)

dove (-,-) indica il prodotto interno di R™. Si puo dimostrare che ji ¢ uniformente
continua e limitata su R™. Il nome di funzione caratteristica & giustificato dal seguente
risultato.

Teorema 1.10. Siano p1 e pz due misura di probabilita su B(R™). Se i1 = iz su R™
allora le due misure i e pa coincidono (su B(R™)).

Data una v.a. X : @ — R", si definisce funzione caratteristica ¢x di X la
funzione caratteristica della legge pux di X; dunque

ox(h) = fix (h) = / @M iy (dz) = B M| h e R™,

Usando il Teorema 1.10 e la Proposizione 1.5 si ottiene il seguente utile criterio.

Proposizione 1.11. Siano X1, .. X, v.a. su avalori inR™. Sia X = (X1,...,Xpn) :
Q — R™, Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) Xi, ..., X;m sono indipendenti;

(/LZ) ¢X(h17 ey hm) = ¢X1(hl) e QSXm(hm); h = (h’17 ey hm) S R™™
(la funzione caratteristica di X si fattorizza nel prodotto delle ¢x, ).

Parliamo adesso di leggi normali (o Gaussiane) multidimensionali.

Sia a € R™ e () una matrice n X n simmetrica e semidefinita positiva. Una misura di
probabilita p su B(R™) si dice normale (o Gaussiana) N(a, (), se la sua funzione
caratteristica e

fi(h) = e he) e_%@h’m, h € R".

Un teorema di Bochner assicura che la definizione precedente ¢ ben data (cioe [ e
effettivamente la funzione caratteristica di una misura di probabilita su R™). N(a, Q)
si dice anche misura Gaussiana di media a e matrice di covarianza (). Si osservi che

—(z—a)?

N(a,02)(h) = / g € 27— giha o= 12?2 p R
’ R V2o ’

Si puo verificare che se @ ¢ definita positiva allora N(a, Q) ammette densita
1

_ 1 e eaea) g _ n

Una v.a. X a valori in R" si dice v.a. normale se la sua legge ¢ N(a, @), per qualche
scelta di a e Q. Si puo allora verificare che EX = a.
Usando la funzione caratteristica si possono provare i seguenti risultati.

Proposizione 1.12. Siano Xy, ..., X, v.a. reali indipendenti e normali con leggi
N(ai,q), i = 1, ... ,n, rispettivamente. Allora la v.a. congiunta X = (X1, .. X,)
(a valori in R™) é normale. Inoltre la v.a. sommaY = > " | X; & normale con legge

Ny ai, 325 4i)-



Proposizione 1.13. Sia X una v.a. a valori in R™, normale con legge N(a, Q). Sia L
una matrice reale k x n e sia b € R¥. Allora la v.a. LX +b (a valori in R¥) ¢ normale
con legge N(La + b, LQL™), dove LT ¢ la matrice trasposta di L.

Siano X1, ..., X;, v.a. reali e a quadrato integrabile su (2. La matrice di covarianza
di X = (Xy, ..., Xp) ¢ la matrice C, n X n, i cui elementi sono

Ci; = B[(X; — EX,)(X; — EX;)].

Si verifica che C' ¢ simmetrica e semidefinita positiva. Le v.a. X7, .. X, si dicono v.a.
scorrelate se C' ¢ una matrice diagonale. In generale X e Y v.a. reali possono essere
scorrelate senza essere indipendenti. Tuttavia vale la seguente

Proposizione 1.14. Sia X = (X1, ..., X;,) : @ — R" una v.a. normale con legge
N(a, Q). Valgono le sequenti proprieta:

(i) la matrice di covarianza di X é Q;

(ii) X1, ..., X, sono v.a. scorrelate se e solo se sono indipendenti.

Passiamo ora in rassegna la convergenza di variabili aleatorie.

Sia (X,,) una successione di variabili aleatorie a valori in R¥, sia X : Q@ — R¥ una v.a..
(1) Diciamo che (X,,) converge q.c. (o quasi certamente o quasi ovunque) a

X, se limy, 00 X (w) = X(w), per ogni w ¢ ', con Q' € F e P(Q) =0.

(2) Sia E(|X,[P+|XP) < o0, n € N, p > 1; diciamo che (X,,) converge in L? a X, se

ILm E|X, — X|P =0 (dove |-| indica la norma euclidea in R¥).

(osserviamo che poiche P(Q2) = 1, se (X,,) converge a X in LP allora (X,,) converge a X
in L", per ogni 1 <r <p).

(3) Diciamo che (X;,) converge in probabilitd a X se per ogni € > 0, si ha:

lim P(|X,, — X| >e¢€) =0.

n—oo
(4) Diciamo che (X,,) converge in legge a X se per ogni funzione f : R¥ — R, continua
e limitata, si ha:

lim [Ef(X,) — Ef(X)| =0.

(si dice anche che le leggi px, convergono debolmente a px). Un teorema afferma che
(X,,) converge in legge a X se e solo se

lim Ee!tXnh) = EeitXoh) e R,

n—oo

Si puo provare che la convergenza in LP e la convergenza q.c. implicano entrambe la
convergenza in probabilita che a sua volta implica la convergenza in legge.
Esempi mostrano che non ci sono altre implicazioni in generale.

Enunciamo ora il lemma di Borel-Cantelli.



Sia (Ap)nen C Q. Definiamo

limsup 4,, := ﬂ U A ={w e Q : perogni n>0, esisteky=ko(w)>n : we A}
n>0k>n

e analogamente liminf A, := 50 Mi>n Ak = {w € O 1 esiste ng = no(w) : w €
Ay, per k> ng}. E’ chiaro che (limsup A,)¢ = liminf(AS).

Lemma 1.15. (Lemma di Borel-Cantelli) In uno spazio di probabilita (0, F,P), sia
(Ap)nen C F. Consideriamo A = limsup A,,.

(i) se 3 _j>oP(Ax) < 00 allora P(A) = 0;

(i) se Y k>0 P(Ax) = oo e se gli Ay sono indipendenti allora P(A) = 1.

Dimostrazione. Proviamo solo la (i). Si ha
P(A) =P((J () Ar) SP([) Ar) < D P(AR),
n>0k>n k>n k>n

per ogni n € N. Per ipotesi limp 00 )15, P(Ax) = 0, da cui la tesi. [ ]

Corollario 1.16. Sia (X,) una successione di variabili aleatorie a valori in R¥, e
sia X : Q — R* una v.a..; se (X,) converge in probabilita ad X, allora esiste una
sottosuccessione (Xp, ) che converge q.c. ad X.
Dimostrazione. Fissato n € N, scegliamo k,, per cui

P(| Xk, — X| > 1/n) < 1/n°.

Possiamo ordinare k, in modo crescente. Sia A, = {|X — X4, | > 1/n}. Siha ) . P(A,) < co.
Dungque per il lemma precedente P(limsup A,) = 0, cio¢ P(liminf(A75)) = 1. -
Percid per ogni w q.c., esiste ng = no(w), tale che se n > no, w &€ A, ciod

| Xk, (W) — X(w)| < 1/n, n>ng,

da cui la tesi. [

Ricordiamo la definizione di attesa condizionale.

Proposizione 1.17. Sia X una v.a. reale e integrabile. Sia G C F una sotto o-algebra.
Allora esiste una v.a. reale Z, G-misurabile, tale che

E(Z1lg) =E(X 1g), per G € g. (1.6)

Inoltre se Z1 e Zy sono due v.a. G-misurabili che verificano (1.6), allora si ha Zy = Zs,
q.c..
Dimostrazione. Si usa il teorema di Radon-Nikodym. Infatti se si pone v(G) = E(X1g), per G € G, si

trova che v & una misura finita con segno su (2, G), assolutamente continua rispetto a P (pensando PP
ristretta a (2, G)). Dunque per il teorema di Radon-Nikodym, esiste una v.a. Z € L*(Q,G,P), tale che

W(G) = /G Z(w)P(dw),

ovvero v(G) = E(Z1¢), per ogni G € G. L’unicita segue dal fatto che E[(Z1 — Z2)1¢] = 0, per ogni
G € G, implica che Z1; = Z>, essendo Z; e Z3 entrambe G-misurabili. [ |

Sia X una v.a. reale e integrabile. Sia G C F una sotto g-algebra. Si dice attesa
condizionale di X rispetto a G e si indica con E(X/G), la classe di equivalenza di
v.a. Z G-misurabili che verificano (1.6). La definizione si estende facilmente a v.a. a
valori in R".



2 Prime nozioni sui processi stocastici

Sia (€2, F,P) uno spazio di probabilita. Un processo stocastico a tempo continuo
(o semplicemente un processo) su (€2, F,P) a valori in R” & una famiglia di variabili
aleatorie (X¢)ier, dove I & un intervallo chiuso di [0, +00). Dunque

X, QR tel

Quando non ci sara pericolo di confusione, scriveremo (X;) al posto di (X;)ier. In altre
parole, un processo stocastico ¢ un’applicazione X((-) : I xQ — R", che ¢ F —misurabile
nella seconda variabile (vedere per esempio [15], [2] o [3] per maggiori dettagli).

Dato un processo (X;), la mappa: t — X;(w), definita su I, a valori in R", si dice
traiettoria relativa a w € Q. Le traiettorie di un processo (X;) sono tutte le funzioni
t — X¢(w), al variare di w € Q.

Un processo (X;) si dice continuo se le sue traiettorie sono continue q.c. (cioe esiste
un Q' € F con P(Q) = 0, tale che se w ¢ ', la funzione: ¢t — X;(w) & continua in I).

Definizione 2.1. Dati due processi (X¢) e (Yz) su (2, F,P).

(1) Diciamo che (X;) é una versione (o modificazione) di (Y;), se
P(X; = i) = P({w : Xe(w) = Vi) =1, tel.

(2) Diciamo che (X;) e (Y:) sono indistinguibili se {X; =Y}, t € I} = Mye{ Xy =
Yi} € F e risulta
P(X, =Y, tel)=L1

In generale (2) ¢ strettamente piu forte di (1). Pero nel caso in cui (X;) e (Yy)
sono entrambi continui, se (Xy) é una versione di (Y;) risulta che (X;) e (Y;) sono
indistinguibili (si noti che in questo caso {X; =Y;, tel} ={X; =Y, teInNQ}
€F).

Dato un processo (X;)ier possiamo considerare le sue distribuzioni finito dimensionali
pis 4, al variare di ¢ < ... < tp, t; € 1,0 =1,..,m, e di m € N. Ciascuna pu\ , & per
definizione la legge della v.a.

(Xtyy s Xe,) Q= RO

(quindi 4X ;& una misura di probabilitd su B(R™™)). Due processi (anche definiti su spazi
di probabilita diversi) a valori in R™ si dicono equivalenti se hanno le stesse distribuzioni finito
dimensionali.

Parliamo ora di filtrazioni.

Sia (€2, F,P) uno spazio di probabilita. Una filtrazione ¢ una famiglia crescente di
sotto o-algebre (Fi)ier di F, cioe Fy C Fs C F,set <s,t,s€l.
Intuitivamente J; raccoglie tutte le informazioni (o eventi) conosciute (fino) al tempo
t.

Considereremo sempre filtrazioni complete. Cioe se
N' ={F e F, P(F) =0},
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allora assumiamo che N’ C F;, per ogni t € I. Possiamo sempre estendere un filtrazione
assegnata (F;) in modo da ottenere una filtrazione completa: basta sostituire F; con Fy
= o(F,N') (la o-algebra generata da N e F;), t € I.

Uno spazio di probabilita su cui & definita anche una filtrazione completa, cioe un
oggetto del tipo (2, F, (F;)ter,P), si chiama anche base stocastica. (1)
Sia assegnato un processo (X¢)ier su una base stocastica. Diciamo che (X;) ¢ adattato
alla filtrazione o che & Fi-adattato, se perognit € I, X; : (2, ;) — R™ & misurabile.

Un processo & sempre adattato rispetto alla sua filtrazione naturale (F;¥);c;, dove
FX = 0(Xs, s <t) (la pitt piccola o-algebra che rende misurabili tutte le v.a. X, con
s <t). Si noti anche che (X;) & F-adattato se e solo se FX C Fy, t € 1.

3 1l processo di Wiener

3.1 Definizione e costruzione del processo di Wiener

Definizione 3.1. (Processo di Wiener reale) Un processo stocastico (Wy)e>o definito su
uno spazio di probabilita (2, F,P) e a valori in R, si dice processo di Wiener o moto
Browiano, se verifica le sequenti proprieta:

1. W():O, q. C.;

2. per ogni scelta di 0 = t9 < t1 < g < ... < tp, n € N, gli incrementi Wy, —
Wiy Wiy = Wy oo o, Wh,, — Wy, | sono indipendenti (si dice anche che il processo
(Wy) € a incrementi indipendenti);

3. la variabile aleatoria Wy — W, per ogni 0 < s < t, ha legge normale N(0,t — s) ;

4. (W) ha traiettorie continue g.c..

Teorema 3.1. Esiste un processo di Wiener (ovvero esiste uno spazio di probabilita
dove ¢é definito un processo di Wiener).

Ci sono vari modi per dimostrare il precedente teorema. Qui presentiamo la costruzione
di Lévy-Ciesielski del processo di Wiener, vedere per esempio [19], [8] o [22].

In questa costruzione si utilizza anche il Teorema 1.8. Si definisce prima (W;) per
t € [0,1], come limite di una particolare serie di funzioni. A questo fine si devono usare
le funzioni di Haar e di Schauder.

Le funzioni di Haar (hy), k € N, hy : [0,1] — R, sono definite nel modo seguente:

ho(t) =1, te[0,1],

lperte [07 1/2]
hi(t) = { —lperte(1/2,1],

INei testi di calcolo stocastico si richiede usualmente che una base stocastica abbia anche la filtrazione
(F:) continua a destra, cio¢ che valga F; = Ns>¢Fs, per ogni t € I. Nei risultati che incontreremo non
avremmo bisogno di tale ipotesi.
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ese 2" < k<2l neN,

kE—2" k—2"4+1/2
2
on/ per te[ on on ],

— —2M4+1/2 k—2"+1
hu(t) _9n/? per te(k 2n+ / ’k 2n+ ]

0 altrimenti.

Lemma 3.2. Le funzioni (hi) formano un sistema ortonormale e completo in L*(0,1).

Dimostrazione. (i) Si ha: fol h2(t)dt = 27(1/2"F1 + 1/27H1) = 1, con 2" < k <
ontl e N.

Sia ora [ > k. Allora o hih; = 0, per ogni t (cio¢ hy e h; hanno supporti disgiunti),
oppure hy ¢ costante sul supporto di h; (si osservi che le hy hanno supporto disgiunto
se 2" < k < 2"1). In questo secondo caso si ha:

1 1
/ hyhydt = i2"/2/ hdt =0 (1> k).
0 0

(ii) Sia f € L?(0,1) tale che fol f(&)hg(t)dt = 0, per k € N. Dobbiamo verificare che
f=0.

Proviamo prima di tutto che

/ Cfdt =0, (3.1)

per tutti i numeri diadici r, s, con r < s.

Si ha fol f(t)ho(t)dt =0 = fol f(t)dt (con k =0). Sia ora k =1, si ha

1/2 1
fdt = fdt.
0 1/2

Percio 2f01/2 fdt = fol fdt = 0 e cosi f01/2 fdt = f11/2 fdt = 0. Procedendo in modo

simile si trova che
k+1

on+1 . n+1
fdt =0, perogni 0 <k < 2",
ke/2n+1

Cosi (3.1) & provata. Usando (3.1) ed il teorema di Lebesgue sulla derivazione della
funzione integrale, si trova che

d T
f(r)= / f(t)dt =0, q.ov. in r € [0,1],
dT 0
da cul la tesi. ]

Le funzioni di Schauder (si), k € N, s : [0,1] — R, sono primitive delle funzioni
di Haar:

slt) = /Ot hi(s)ds, k€ N.
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Le si sono tutte non negative; i grafici delle s; sono “dei denti ” che si trovano sugli

intervalli [kgfn, kig:“], se 2" < k < 271 Inoltre risulta:

1
||5k”oo = S%pl} |5k(t)| — 271/2% — 2—71/2—1’ on <k< 2n+1‘ (32)
te|0,

Per continuare serve il seguente lemma.

Lemma 3.3. Siano (Xj) una successione di variabili aleatorie su (2, F,P) normali con

legge N(0,1). Risulta che | Xp(w)| ¢ O(v/logk), per k — oo, q.c..

Dimostrazione. Per x > 0, si ha:
P(| Xy >2) =Plwe: | Xg| >2x)= 2/006_52/46_52/4d8
V2m Jo

< ie_wz/4 /OO e~ /4ds < Ce=%/4,

T W27

Sia ora x = 4y/logk. Si trova P(|X| > 4/Togk) < ce4logk = 71, k € N. Per il lemma
di Borel-Cantelli, per ogni w (q.c.) esiste kg = ko(w) tale che per ogni k > kg, vale

| X% (w)| < 44/logk,

da cui la tesi. n

Dimostrazione del Teorema 3.1. Consideriamo uno spazio di probabilita (2, F,P),
dove sia definita una successione di variabili aleatorie (Xj) indipendenti e normali con
legge N(0,1). Proviamo che

Wiw) =Y Xi(w)s(t), we, (3.3)
k>0

definisce un processo di Wiener su [0, 1] (ovviamente Wy(w) = 0 per ogni w).

(i) Per prima cosa proviamo che, q.c., la serie converge uniformemente su [0, 1] (questo
provera anche che t — W;(w) € continua su [0, 1], g.c.). A questo fine, mostriamo che
per ogni 1 > 0, esiste ng € N, talechesen >ngep>1,

n n+p n+p
H S X sk — 3 Xp(w) skH = swp | Y Xpw) s <n. (34
k=0 k=0 0 0] e
Osserviamo anzitutto che il lemma precedente implica, per ogni € > 0,

| Xk(w)| e O(k), q.c.

Usando (3.2) e il fatto che le s;, hanno supporto disgiunto se 2" < k < 2"*! si trova

sup Z sp(t) < 27"/
te[071] 2n§k<2n+1
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Percio, fissato w (q.c.), per t € [0,1], m € N, e < 1/2, si ha:

> | Xk(w) =3 > |Xkw)l sk(®)

k>2m n>m2n<k<2n+1
<C Z 2" sup Z sk(t)
n>m tG[O 1} 2n§k<2n+1
S Cl Z 277,(6—1/2).
n>m

Essendo ), 27(e=1/2) < o0, possiamo prendere mg tale che C'S
Scegliendo ng = 2™ si trova (3.4).
Questo prova la convergenza uniforme della serie di funzioni.

on(e—1/2) <.

n>mog

(ii) Proviamo che Wy — W ha legge N(0,t —s), per t > s > 0.

Basta verificare che

E(ei(Wt—Ws)h) = e_(t_s)hz/Q, h € R.

Usando l'indipendenza degli Xj, e il teorema di convergenza dominata, si trova
E(ei(Wt—Ws)h) — E(eih k>0 Xk(Sk(t)*Sk(s)))
_ H E(eith(sk(t)—sk(s)))

k>0

2
= H(e_%(sk(t)_sk(s))z) (poiche ogni X}, & normale)
k>0

= o Tk =5k _ o= Tino(sE (0453 (5) 25k (5w (5))

Per continuare, osserviamo che, per t > s,

,§)Sk sk(s kzo (/01 hkl[mt]dr) (/01 hkl[o,s}dr>
= ( /0 1 1[o,t}(’“)d7"> ( /0 1 1[0,3}(T)dr) =s,

essendo (hy,) un sistema ortonormale e completo in L?(0,1). Dunque si ha:

E(i Wi Wa)hy — o o (O (5) =258 (D)3 () _ — 1 (1-2s4s) _ o~ (1)

=€

(iii) Proviamo che (W;) ha gli incrementi indipendenti.

Si tratta di provare che, per hy, ... h, ER, 0=ty <t1 <ty <...<t, <1,

E(ei > hj(Wtijtj,1)> _ ﬁ o3t —tj-1)/2 _ f[E<eihj(Wthtjl)>’ (3.6)
, ol

Jj=1

vedere la Proposizione 1.11.
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Proviamo la tesi solo per n = 2, cioe mostriamo che W; — W ¢ indipendente da Wi,
cont > s > 0. Il caso generale si puo trattare in modo simile, partendo dall’identita

E(ei Z?=1(hj_hj+1)wtj) — E(ei 21 hy (Wi, Wti—l)), ponendo h,,1 = 0.

Sia to = t, t1 = s, ragionando come in precedenza,
E(ei((Wt—Ws)h2+Wsh1)) - E(ei(hQWt+Wg(h1—h2)))
— H (e Xklhesk (W) +sk(s)(hi—h2)]y — o~ 3 (hasi(t)+si(s)(h1—h2))?

k>0 k>0
—e 2(h2t+2(h1 ho)hes+(h1—h2)%s) __ — e~ [h%s-i—h%(t—s)}‘

Per concludere la dimostrazione occorre estendere la definizione di (W) in (3.3) a t €
[0, 00).

Consideriamo una successione di spazi di probabilita (Q, Fr, Pr) = (Q, F,P), k > 0,
dove sullo spazio (2, F,P) ¢ definito un processo di Wiener Wy, ¢t € [0, 1]. Introduciamo
la spazio di probabilita prodotto

QFEP), Q=]]% F=][% P=]]P
k>0 k>0 k>0

vedere Teorema 1.9. Indichiamo con Wtk il processo di Wiener su (Qy, Fi, Px). Defini-
amo in modo ricorsivo: Wy = W}, se t € [0, 1],

W, =W, + WML se tenn+1,neN, n>1
(dove identifichiamo W} con WF, WF : Q@ — R, WF(w) := WF(wy), w = (wi) € Q,
keN,te|0,1]). .
Ovvero, se w = (wy) € 2,
Wi(w) = Wh(w), te][0,1],
Wt(w) = Wll(wl) + Wt2—1(w2)a te [17 Q]a

ZW wr) + W N W), t€n,n+1)].
k=1

Usando le proprieta prima stabilite per ¢ € [0,1] e la definizione di misura prodotto,
si verifica che (W3) (t € [0,00)) € un processo di Wiener su (Q, F,P). Per stabilire la
continuita delle traiettorie di (W;) si usa anche che Wk =0,qc., keN.

Proviamo solo che W; — Wy, t > s, ha legge N(0,t — s). Nel seguito non indichiamo la
dipendenza da w. Sianom < s <m+1,n <t <n+ 1. Consideriamo il caso non ovvio
in cul m < n. Si ha:

t—n s—m

Wt _ Ws — Z Wl Wn+1 (Z Wl Wm+1)
k=1
Z WF + (WL —wmtl) = v) 4+ Y, 4 Vs, con
k=m-+1

n
Z Wlk Yo = (W1m+1 - Wg—&l)j Y3 = thtzlv
k=m+2
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dove Y7, Y5, Y3 sono v.a. normali e indipendenti, grazie alle proprieta della misura
prodotto P. Usando la Proposizione 1.12, si trova che Y; + Y + Y3 ha legge N (0,n —
m—1+(1—s+m))+t—n)=N(0,t—s).

Questo conclude la dimostrazione. [ ]

Ora introduciamo il processo di Wiener n-dimensionale.

Definizione 3.2. (Processo di Wiener n-dimensionale) Un processo stocastico (We)i>0
definito su uno spazio di probabilita (Q, F,P) e a valori in R™, si dice processo di Wiener
n-dimensionale, se valgono le sequenti proprieta:

1. Wy =0, q. c.;

2. per ogni scelta di 0 = tg < t1 < tg < ... < typ, n € N, gli incrementi Wy, —
Wios Wiy = Wiy, oo o, W, — Wy sono indipendenti;

n—1

3. la variabile aleatoria (n-dimensionale) Wy — Wy, per ogni 0 < s < t, ha legge
normale N (0, (t — s)I) ;

4. (Wh) ha traiettorie continue q.c..
Un processo di Wiener n—dimensionale, si puo costruire partendo da un processo di

Wiener reale (W;) definito su qualche spazio (2, F,P). Si introduce prima lo spazio di
probabilita prodotto

(Q,F,P), Q:ﬁﬂka f:ﬁ]:kv P:ﬁpka
k=1 k=1 k=1

dove (Q, F,P) = (Q, Fi,Pr), per k=1,...,n. In (Q,f, P), si pone:
Wi (w) := (Wi(w1), oo, Wiwy)), w = (w1, ...,wn) €8, ¢ >0.

Usando le proprieta della misura prodotto si puo verificare che (Wt) € un processo di
Wiener n-dimensionale.

Dato un processo di Wiener n-dimensionale (W;) con Wy = (W}), k = 1,...,n, t > 0, si
verifica facilmente che ogni (W}) & un processo di Wiener reale.

Si puo dare una definizione piu generale di processo di Wiener (reale o n-dimensionale)
che fa intervenire le filtrazioni.

Definizione 3.3. (Processo di Wiener n-dimensionale rispetto ad una filtrazione) Un
processo stocastico (Wi)e>0, a valori in R", definito su una base stocastica (Q, F, (Ft)t>0, P)
e Fi-adattato, si dice processo di Wiener rispetto a (2, F, (Ft)i>0,P), se verifica le
sequenti proprieta:

1. WO :0, q. C.;
2. Wy — Wy é indipendente da Fs per ogni scelta di 0 < s < t;
3. la variabile aleatoria Wy — W, per ogni 0 < s < t, ha legge normale N (0, (t—s)I);

4. (Wy) ha traiettorie continue g.c..

16



Questa definizione e piu generale di quella precedente per il fatto che si ammette la
presenza di un filtrazione diversa da quella naturale.

Piu precisamente, sia (W;) un processo di Wiener, secondo la Definizione 3.1; si
definisce la filtrazione naturale (F}V);>0 (F}¥ = c(Ws, s < t), con t > 0). Si
prova che (W;) & di Wiener rispetto alla base stocastica (Q, F, (F}V )i>0,P), secondo la
Definizione 3.3. Per la dimostrazione si puo usare il seguente risultato.

Lemma 3.4. Sia Y una v.a. e (Xt)ier un processo su (Q, F,P). Se per ogni scelta di
t1 < to... < ty, in I, risulta che Y ¢ indipendente dalla v.a. (X, ..., Xt,,) allora o(Y)
¢ indipendente da G = o(Xy, t € I).

Dimostrazione. Osserviamo che
H={HeF:PYeAH)=PY e AP(H), per ogni A € B(R")}

& un A-system. Inoltre per ipotesi H contiene gli eventi {(Xy,, ..., X,,) € Ay, X ... x Ay, }
(con A;; € B(R™)). Questi eventi formano un w-system. Per il Lemma 1.4 si conclude
che G C H, da cui la tesi. ]

3.2 Proprieta delle traiettorie del processo di Wiener

In questa sezione consideriamo processi di Wiener reali. Questo non € restrittivo ai fini
dello studio delle proprieta delle traiettorie.

Una funzione f : [a,b] — R", si dice v-H6lderiana (su [a, b]), con v € (0, 1], se

£ () = f(s)]

[fly:= sup “———" <0
K t,s€a,b], t#s |t - S|’y
(| - | indica la norma euclidea di ogni R™). Lo spazio di tutte le funzioni y—Hélderiane
da [a,b] in R™ & uno spazio di Banach con la norma || - ||y = || - [lec + Hv; si indica con
C"]a,b). Osserviamo che se f € C"[a,b], allora f € CV'[a,b], per ogni 7' < 7.

Proposizione 3.5. Le traiettorie del processo di Wiener definito nel Teorema 3.1, q.c.,

su ogni [0,T], T > 0, sono y—Hdolder per qualunque v € (0,1/2).

Dimostrazione. I Passo. Per semplicitd prendiamo T =1. Sia || - ||y = || - | + []4 l&
norma di C7[0, 1], Ragioneremo in modo simile alla (i) della dimostrazione del Teorema
3.1.

Fissato w (q.c.), si tratta di considerare, per m € N,

| 2 x| =X 3 x@s| <Z | 3 Kwes|

k>2m n>m 2n<k<2ntl n>m  2n<k<2ntl
(3.7)

Adesso, per come sono costruite le funzioni Xy (w)sy (notare che hanno anche supporto
disgiunto), si trova, per 2" < k < 2"*1

X wsH < ma Xi(w)s
| > xws LS max Xk @)swly

2n<f<2ntl
(n+1)e
<, a1 el < 2070 max sl
= 204D sn .
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Ora [|sg|ly = ||sk|loo+[sk]y- Per calcolare [son], si puo procedere cosi. Data una funzione
lineare f(t) = gt, t €10,al, a, b >0, si ha

Dunque, usando anche le proprieta di simmetria delle s, si ha:
[Sk]'y — 27n/2712(n+1)'y — Cy2n('yfl/2)’ on < k< 2n+1‘

Ritornando alla stima (3.7), si trova che

2 H )3 X¢“0ﬂMWSCv§: gne(gn(1=1/2) 4 9=n/2),

n>m  2n<g<2ntl n>m

Fissato v € (0,1/2), basta scegliere ¢ > 0 abbastanza piccolo per ottenere che

> ame2r0 2 4 27?) < oo,
n>0

Percio ) ;o Xk(w) sk(t) converge nella norma di C7[0,1]. Questo prova la tesi.

II Passo. Considero tutti gli intervalli [0, n], n € N. Per ogni [0, n], esiste un Q,, € F
con P(£2,) = 0, tale che se w & Q,, la funzione: t — W;(w) ¢ y-Hoélder su [0, n], per ogni
~v € (0,1/2). Consideriamo

Qy = UnZOQn‘ (38)

Certamente P(29) = 0 e se w ¢ Qo, la funzione t — Wi(w), definita su [0, +o00), &
localmente y-Holder, per ogni v € (0,1/2). [

Si puo anche dimostrare, usando il seguente teorema, che ogni processo di Wiener
(W) (definito su un qualche spazio di probabilita (€2, F,P)) ha traiettorie che sono, q.c.,
localmente y—Holderiane, per ogni v € (0,1/2).

Teorema 3.6. (Teorema di regolarita di Kolmogorov) Sia (Xi)ier, I = [h, k] C Ry, un
processo definito su (Q, F,P) a valori in R™. Supponiamo che esistano costanti positive
a,b e c tali che

E|X; — X,|° <c|t —s|'*®, t,sel

Allora esiste una versione (Y;) di (Xy), tale che le traiettorie di (Y;) sono g.c. y—Hdlde-
riane su I, per ogni esponente y < %

Per la dimostrazione si possono consultare [15], [3], [16], [9], [13]. Osserviamo che
se richiediamo in piu che (X;) sia continuo allora otteniamo che (X;) e (Y;) sono in-
distinguibili. Quindi se (X;) & continuo e valgono le ipotesi del teorema precedente, le
traiettorie di (X;) sono g.c. y—Holderiane su I, per v < .

Corollario 3.7. Le traiettorie di un (qualunque) processo di Wiener (Wy), q.c., su ogni
[0,T], T > 0, sono y—Hdolder per qualunque vy € (0,1/2).
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Dimostrazione. Si tratta di applicare il precedente teorema di Kolmogorov. Si ha:

E|W; — W,|*™ = E|W;_s]*" = [ 2" ——dx
R 27 (t — s)

y2

e
=(t—s5)™ m = dy =

(E=s)™ | v o=y
(si potrebbe mostrare che Cp, = (2m —1)(2m — 3)...). Percioa =m —1,b=2m e
v <a/b < 5 — 5—, per ogni m € N. La tesi segue facilmente. [ |

2m7

Cnlt—s|™, meN, 0<s<t<T

Il valore v = 1/2 & un valore critico per le traiettorie di un processo di Wiener
e non puo essere raggiunto. Questo fatto segue da un notevole risultato, molto piu
preciso della precedente corollario. Questo risultato ¢ stato scoperto da Paul Lévy (per
la dimostrazione vedere per esempio [15]).

Teorema 3.8. (di P. Lévy) Sia (W) una processo di Wiener (definito su un qualche
spazio di probabilita). Per ogni w, q.c., risulta:

lim sup sup ‘Wt(w) — Ws(w)\
50+ 0<s<t<l, [t—s|<s (26 log(1/0))1/2

Ora proveremo che le traiettorie di un processo di Wiener (W;) non sono a variazione
limitata (o BV) su ogni intervallo limitato di [0, 00).

Ricordiamo la definizione di funzione BV o a variazione limitata. Sia [a,b] C R e
f :]a,b] — R™ una funzione. La variazione di f su [a,b] ¢
Vefy=sup > |f(t) = f(ti)l,
i ti<tit1, titir1€ET

dove 7 varia tra tutte le possibile partizioni (finite) di [a, b], cioe m = {tg, ..., tm }, con
a=ty <ty ..<ty,=>(al variare anche di m € N).

f si dice BV su [a,b] se VP(f) < oo.

Data una partizione 7 di [a, b], introduciamo

= t — trl.
|| og?g%q' k1 — thl

Teorema 3.9. Le traiettorie di un processo di Wiener (Wy), q.c., non sono BV su ogni
[CL, b] C R+.

Dimostrazione. La dimostrazione € in 3 passi.

I Passo. Sia m = {t, ..., tm}, una partizione di [a, b]. Introduciamo
m—1
|Wtk+1 Wtk( )|
k=0

Proviamo che, per ogni € > 0, esiste un ¢ > 0, tale che se |r| < ¢ allora

E|S; — (b—a)|* <e (cioe lim Sy =b—a in L?) (3.9)

|7|—0
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(si dice anche che la variazione quadratica di (Wy) é b — a).

Fissata di una partizione m = {to, ..., t;, }, consideriamo
m—1 m—1 9
E[Sy — (b—a)]* = E‘ > Wiy = Wi l? = (bern — ) ‘
k=0 k=0
m—1 9
= E| Y [Wisy = W = (1 — t0)]|
k=0

Poiche le v.a. Xj = [Wy,,, — Wy, |* — (tg+1 — tx) sono indipendenti, con media 0, si ha
(vedere Proposizione 1.7)

m— m—1
E|Sz — (b—a)| —var<z ) Zvar(Xk)
k= k=0
m—1
- E[|Wtk+1 - Wtk|2 = (th1 — tk)]Q
k=0
m—1 2 m—1 2
Wyon — W 2 Wi, — W, 2
= E[(tku —~ tk)<’ o = Wol” 1)} =) (thr1 — tk)QE[’ b = Wal”
k=0 tk—i—l — 1k =0 tk+1 — ik
. Wthrl 7Wtk N
Ora per ogni k=1, ..., m, =g ¢ unav.a. normale con legge N(0,1).
Wiy |2 2
Pertanto E [% — 1} = ¢, con ¢ indipendente da k (si verifica che ¢ = 2).
Si ha:
m—1 m—1
E[Sr— (b—a)? =c Y (ther —tr)> < clm| Y (terr — te) = clm|(b—a) — 0, (3.10)
k=0 k=0

quando |7| — 0. Dunque (3.9) ¢ provata.

II Passo. Verifichiamo che W;(w) non ¢ a variazione limitata su [a, ], per w & Qqp,
con Qqp € F e P(4p) = 0. Si ha

() Salw) < | max (Wi, (@) = Wi, (@) Z Wisps (@) = W ()]

Ora per la continuita delle traiettorie si ha, q.c.,

lim max |Wy,, (w) =W (w)|=0.

7|0 0<i<m—1

Se per assurdo, fosse 370 Wy, 11 (w) — Wy, (w)| < C(w) < oo, per ogni 7, con w € ',
e FeP(Q) >0, allora da (*) si avrebbe che

lim S;(w) =0, we.

||—0

Questo contraddice (3.9).
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IIT Passo. Proviamo la tesi. Consideriamo tutti gli intervalli [a,b], con a,b € Q.

Introduciamo
O = U Qup-
a,beQ,a<b
Risulta che Q' € F e P(Q') = 0. Dunque se w & €', risulta che ¢t — W;(w) non & BV su
ogni [¢,d] C Ry. |

Corollario 3.10. Le traiettorie di un processo di Wiener (Wy), q.c., non sono y-Hélder,
con vy >1/2, su ogni [a,b] C Ry.

Dimostrazione. Fissiamo [a,b] C R4 e consideriamo ' € F con P(Q') = 1 per cui esiste
una successione di partizioni () di [a,b] tali che lim,_o0 Sy, (W) =b—a, w € Y
(tale Q' esiste grazie a (3.9)). Proviamo che per ogni w’ € V', la traiettoria t — Wi(w')
non & y-Holder se v > 1/2. Se per assurdo fissato w’ € ' esistesse v = y(w') € (1/2,1]
per cui t — Wi (w') & y-Holder su [a,b] avremmo

mn—1

S (@) < C 3 [ty — 12 < [maP " (b—a) — 0, pern — oo,
k=0

che da una contraddizione. ]
Dimostriamo ora un teorema che ¢ piu preciso del precedente corollario. La di-
mostrazione segue [10] (si utilizza un metodo dovuto a Dvoretzky, Erdés e Kakutani).

Una funzione f : [0,00) — R", si dice y-Ho6lderiana nel punto s > 0, con v € (0, 1],
se esiste n > 0, b > 0, per cui |t — s| <n, t > 0, implica

-1 _,
t—sly —

Teorema 3.11. Sia (W) un processo di Wiener reale. Per ogni v > 1/2, q.c., le
traiettorie di (W) non sono y-Hélderiane in nessun punto s > 0.

Dimostrazione. Fissiamo T' € N, N € N, N > 1 (sufficientemente grande), per cui
N(y—1/2) > 1. Sia b > 0, consideriamo

Ab = {w : esiste s € [0,T] per cui |Wy(w) — Wi(w)| < blt — s|7, se |t —s| < N/n}.
Se per assurdo t — W;(w) € y—Holder in un punto s € [0, 7], avremmo
[Wi(w) — We(w)| < bolt — 8|7, per |t —s| < N/no,

per qualche by > 0 e ng € N. Dunque w € AZ%.
Ora Ab C AZH, n € N. Sia A® = U,enA%. Se proviamo che P(A%) = 0, per ogni
b > 0, abbiamo trovato la tesi (data anche l'arbitrarieta di T').

D’ora in poi, supponiamo b fissato e non indichiamo piu la dipendenza di A, da b.
Introduciamo
Ze = max [Wessy = Wi |,
k=0,..,nT e

B, ={w : Zi(w) < 2bN7/n", per qualche k =0,...,nT}.
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Proviamo che
A, C By, neN. (3.11)

Sia w € A,, allora esiste s = s(w) € [0,T], per cui |Wi(w) — Ws(w)| < bjt — s|7,
|t —s| < N/n.
Sia ko il piu grande intero per cui ko/n < s. Risulta che

‘W(M)(w) - W(’LO)(WH < 2()(1/71)7

|W BN (w) — W DERE 1)( w)| < 2bN7/nY (infatti per construzione ko/n > s — N/n).

Perc'lo Zk:o (w) < 2bN7/nV e cosi’ w € B,,. Questo prova (3.11).
(3.11

)
Usando (3.11), si trova

P(A) = lim P(A,) <liminfP(B,).

n—oo n—oo
Ora
nT nT
P(B,) = IP’( U@z < 2bN’Y/n”Y)> <3 P(Z;, < 26N /)
k=0 k=0

N
< (T + 1) (P([Wayu| < 26N7/0))
Infatti si ha (ponendo Wittiy = Wiksioa) = Xii):

P(Z < 26N /n7) < P( max |Xpu| < 26N7/n7)
= P(|Xp1| < 26N7 /07, ..., | Xin| < 26N /n)

=

N
= [T P(1Xkl < 26N7/n7) = (IP(|W1/n| < 2bN7/n7)) . ke0,..nT.

Dunque, ponendo ¢ = 20N7,

N
P(By) < (nT + 1) (P(Wayu| < c/n))
c/n'Y

1
—c/n’Y
Essendo (y — 1/2)N > 1, si trova lim,, o, P(B,,) = 0, da cui la tesi. [ ]

Corollario 3.12. Le traiettorie di un processo di Wiener (Wy), g.c., non sono derivabili
m nessun t > 0.

La traiettorie di un processo di Wiener godono di numerose altre proprieta, vedere
per esempio [15], [3], [16], [11], [19].
3.3 Osservazioni finali

(1) Un processo (X¢), definito e adattato rispetto ad una base stocastica (2, F, (Ft)ier, P),
si chiama Fy-martingala se ogni v.a. X; € LY(Q), t € I, e inoltre

E(X; — Xs/Fs) =0, qc., t>s, t,sel.
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Si verifica facilmente che un processo di Wiener (Wy) definito e adattato rispetto ad una
base stocastica (2, F, (Ft)i>0,P) & una Fi-martingala. Infatti si ha:

E(W; — W, /F,) =0, t>5>0,

usando il fatto che (W;) ha incrementi indipendenti.

(2) Dato un processo di Wiener reale (WW;) possiamo calcolare le sue distribuzioni finito
dimensionali Nth...,tm al variare di 0 < ¢; < ... < t, e di n € N. Si tratta di applicare le
Proposizioni 1.13 e 1.14.

Possiamo limitarci a considerare ¢; > 0 (infatti se t; = 0, /‘g‘f..,tn = 0o X ug )
Consideriamo le v.a.

Xn= Wy, W), Yo=Wy Wy — Wy, ., Wy, — Wy, ).

Dalle proprieta di (W), sappiamo che Y;, ha legge normale N(0, D,,), dove D,, & una
matrice n X n diagonale, avente autovalori t1,to — t1, ..., t, — t,—1. E facile costruire una
matrice invertibile L tale che Y,, = LX,,; per esempio se n = 2, si ha

L:<_11 (1’)

Dunque la legge di Xy, ciot pt ;& N(0,L~"Dy,(L~")7T). Si pud determinare facil-
mente Q" = L~'D,,(L™1)T, osservando che

Z- = E(Wtthj) =t Ntj, i,7=1,...,n, dove t; A t; = min(ti,tj)
(infatti se t; < ty, E(Wtthj) = E[(Wt] — Wtz)Wtz] —f—EWZ = ti).

Viceversa ogni processo stocastico (X;) che ha come distribuzioni finito dimensionali
le precedenti ME/, e = N(0,Q"), & quasiun processo di Wiener. Infatti (X;) verifica le
proprieta 1, 2 e 3 della Definizione 3.1, ma non necessariamente la 4 (non ¢ detto che
questo processo abbia le traiettorie continue). Tuttavia, usando il teorema di regolarita
di Kolmogorov, si pud mostrare che esiste una sua versione con traiettorie continue.
Dunque esiste una versione di (X;) che & un processo di Wiener.

Ogni processo stocastico le cui distribuzioni finito dimensionali sono leggi normali, si
dice processo Gaussiano. Il processo di Wiener € un particolare processo Gaussiano
(vedere anche [15]).

Il precedente discorso vale in modo analogo per processi di Wiener n-dimensionali.

(3) Accenniamo alla misura di Wiener. Sia (W;) un processo di Wiener a valori in
R9, definito su (Q, F, P).

Consideriamo E = C([0,00),R%) = {w : [0,00) — R? continue }; E & uno spazio
metrico, separabile e completo, vedere anche (1.2). Indichiamo con B(F) la o-algebra
di Borel su E.

Si puo provare che B(FE) coincide con la o-algebra generata da tutti i rettangoli

Btl,...,tn(Al X ... X An) = {w IS W(tl) € Al, ,w(tn) S An},

al variare di t; < ... < t, in [0,00), n € N e Ay € B(RY), vedere per esempio [13].
Usando questo fatto si verifica subito che la funzione T', T : Q) — E,

T(w) = (Wi (w))t>0, weEQ,
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¢ misurabile (da (2, F) in (F, B(F)). Notiamo che si ha:
Tﬁl(Bthm’tn(Al X ... X An)) = {th € A, oy W, € An} € F.

La misura di probabilita Py, immagine di P tramite 7', si chiama misura di Wiener
(su (E, B(E))). Per ogni B € B(E), si ha: Py(B) := P(T~(B)). Si puod dimostrare che
Py & unica, nel senso che se un’altra misura di probabilita P; su B(F), verifica

HDO(Btl,...,tn(Al X ... X An)) = Pl(Btl,...,tn(Al X ... X An)),

.....

sulle funzioni w € F, che sono nulle in ¢t = 0.

Sullo spazio di probabilita (F, B(E),Py), si definisce il processo di Wiener canonico
(X?), ponendo
X)(w) =w(t), wekE, t>0.

Si prova facilmente che (X}) verifica tutte le proprieta della Definizione 3.1.
Per maggiori dettagli sulla misura di Wiener, vedere per esempio [15], [9], [3], [16].

4 Equazioni stocastiche con rumore additivo

Cominciamo con un modello fisico semplificato in cui interviene un’equazione differen-
ziale stocastica, vedere anche [9] e [12].

Consideriamo una particella microscopica sospesa in un fluido bidimensionale. Sup-
poniamo, per semplicita, di considerare solo la componente nella direzione dell’asse x
del vettore spostamento della particella.

Se z = X (t) indica la posizione della particella al tempo ¢, il suo spostamento tra t
e t + At, si potra indicare con AX = X (t + At) — X(t). Possiamo esprimere AX, nel
modo seguente,

X(t+At) —x=0b(t,x) At +o(t,z)(W(t+ At) — W(t)),

dove b e o sono funzioni (regolari) e W(t) & un processo di Wiener reale (o piu precisa-
mente una traiettoria di un processo di Wiener).

Considerando l'interpretazione fisica del moto Browniano (come elaborata all’inizio
del 1900 da Einstein e Smoluchowski) o(t, z)(W (t + At) — W (t)) indica lo spostamento
della particella tra t e t + At dovuto esclusivamente agli urti con le molecole del fluido;
o(t,z) misura l'effetto della temperatura del fluido nel punto x all’istante t.

Invece b(t,z)At indica lo spostamento della particella dovuto al moto del fluido
(b(t, x) misura la velocita del fluido nel punto x all’istante t).

Si dice anche che b ¢ il coefficiente di drift e o quello di diffusione. Passando al
limite per At — 07, si trova formalmente

dX(t) =b(t, X (t))dt + o(t, X (t))dWy, (4.1)
t > 0, usualmente con una condizione iniziale, Xg = z € R. Resta il problema di dare

un senso a (4.1). Non e possibile dividere semplicemente per dt e ragionare w per w;
infatti il “rumore bianco” Tv;/ non ¢ definito w per w, vedere Corollario 3.12.
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Per dare un senso alla precedente espressione, Ito propose di considerare (4.1) in senso
integrale, cioe di trattare

t t
Xi=z+ / b(s, Xs)ds —l—/ o(s,Xs)dWs, t>0, (4.2)
0 0

dando un senso preciso all’integrale stocastico f(f o(s, Xs)dWs. Tale integrale non si puo
definire w per w, nel senso di Stieltjes, in quanto le traiettorie di (%) non sono local-
mente BV. Ito defini 'integrale precedente con un procedimento di tipo globale rispetto
a w, ovvero con un passaggio al limite in L?((2).

Lo studio dell’integrale stocastico richiede nozioni piu avanzate di Probabilita, tra
cui alcuni teoremi sulle martingale.

Nel seguito considereremo solo equazioni stocastiche con rumore additivo, quando
cioe o non dipende ne da x ne da t, cioe equazioni del tipo

dXt = b(Xt)dt + O'th

(il fatto che non chiediamo che b dipenda da ¢ & solo per semplificare un poco le notazioni
e gli enunciati; non ¢ una semplificazione sostanziale). Per definire tali equazioni non e
richiesto l'introduzione dell’integrale stocastico di Ito.

Le equazioni stocastiche con rumore additivo costituiscono un’utile introduzione alle
equazioni (4.2) che sono anche dette equazioni stocastiche con rumore moltiplicativo. Le
soluzioni delle equazioni stocastiche (4.2) si chiamano anche processi di diffusione.

La trattazione delle equazioni stocastiche generali si pud trovare in [7], [16], [17], [9],
[10], [19], [13], [14]. Un testo che presenta applicazioni delle equazioni stocastiche alla
finanza matematica & [12].

4.1 Un teorema di esistenza e unicita
I riferimenti principali per questa sezione sono [14], [9], [7], [13].

Consideriamo fissato un processo di Wiener n-dimensionale (W) definito e adattato
rispetto ad una base stocastica (2, F, (Ft)t>0, P), vedere la Definizione 3.3 (per semplicita
si puo anche pensare di avere un processo di Wiener (W;) su (2, F,P) e poi considerare
come filtrazione (F;), la filtrazione naturale completata di (W;), vedere la Sezione 2).

Considereremo una equazione stocastica (brevemente una EDS) autonoma e con rumore
additivo, cioe del tipo

dX; = b(Xy)dt + odW,, Xo=z €R", ¢t >0, (4.3)

dove sono assegnate una matrice reale o, nxn, una funzione continua (o campo vettoriale
continuo) b: R™ — R™ e z € R™. Abbiamo la seguente nozione di soluzione.

Definizione 4.1. Un processo continuo (X¢)i>0 definito su (Q, F, (Ft)t>0,P), si dice
soluzione (globale) di (4.3) se valgono le sequenti proprieta:

(1) (Xt) é Fi-adattato;

(2) Xy risolve “w per w”, q.c., lequazione integrale

Xy(w) — 3 = /0 b(Xo(w))ds + oWy(w), t> 0. (4.4)
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Se sara necessario indicare esplicitamente la dipendenza della soluzione da x, scriveremo

(XF)-

Osservazioni 4.1. (i) Essendo il processo soluzione (X;) continuo, possiamo dire che
esiste ' € F, con P(Q) = 0, tale che se w ¢ ', la funzione ¢ — X;(w) risolve (4.4) per
ogni t > 0.

(ii) Potremmo pitt in generale considerare EDS nonautonome (con rumore additivo) del
tipo dXy = b(t, Xy)dt + odW;, Xs=Y,t€[s,T],doveT >s>0,b:[s,T] x R" — R"
¢ continua e Y € una v.a. assegnata. L’equazione precedente scritta in forma integrale
diventa

Xi(w) —Y(w) = / b(r, X, (w))dr + o(Wi(w) — Wy(w)), t > s. (4.5)

La soluzione ¢ un processo continuo e Fi-adattato (Xi)e[s,7) che risolve (4.5) q.c..
Occorre pero richiedere che Y sia Fg-misurabile. La trattazione di (4.5) si puo fare in
maniera simile a quella che faremo per (4.4).

(iii) Si potrebbe anche considerare nella EDS (4.3) un processo di Wiener d-dimensionale
e una matrice o n x d. Il processo soluzione (X;) sarebbe ancora n-dimensionale.

(iv) La richiesta che la soluzione (X;) sia un processo F-adattato ¢ giustificata anche
dal fatto che vorremo poter applicare a (X;) la formula di Ito.

(v) La trattazione che faremo si potrebbe anche adattare a EDS con rumore additivo
rispetto a processi pitt generali del processo di Wiener (W,), per esempio rispetto ai
processi di Lévy.

Per studiare esistenza & 1'unicita di soluzioni per (4.3) faremo le seguenti ipotesi.
Ipotesi 4.1. (i) b < CY(R",R").

(ii) Esiste una costante k > 0 per cui

(b(z +y) = b(y),z) < k(1 +|zl*), z,y€R", (4.6)
dove (-,-) e |- | indicano il prodotto interno e la norma euclidea in R™.

La condizione (i) si puo generalizzare chiedendo che b sia localmente Lipschitziana. La
condizione (ii) & una condizione di monotonia, ben nota nella teoria delle equazioni
differenziali ordinarie per assicurare l’esistenza nel futuro delle soluzioni.

Osserviamo che se vale (i) e b ¢ Lipschitziana su R™ (ovvero sup,crn |Db(x)| < oo, dove
Db indica il gradiente di b) allora (ii) ¢ soddisfatta con k = L, dove L indica la costante
di Lipschitz di b. Infatti si ha:

(b(x +y) — b(y),x) < Llz|*, z,y € R™

Se R" =R e b e CL(R), allora (ii) vale se sup,cp b'(z) = k < .
Un esempio di EDS in dimensione 1 che verifica le ipotesi precedenti e

dX; = (aX — X3dt +dW;, Xo=2z R, t>0 (a € R parametro).

Teorema 4.2. (Teorema di esistenza é unicita) L’equazione (4.3), con le Ipotesi 4.1,
ammette un’unica soluzione, per ogni r € R™.
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Per provare il teorema risolveremo (4.4) in modo “deterministico” (w per w). Una
difficolta ulteriore sara provare che il processo soluzione & Fz-adattato.

L’unicita si basa sul seguente risultato elementare, che si usa spesso.
Lemma 4.3. (Lemma di Gronwall). Siano v : [a,b] — Ry una funzione continua e

¢, d>0. Se, per ogni t € [a,b], risulta

v(t) <c+ d/t v(s)ds

allora v(t) < ce™=9) t € [a, D).
L’esistenza si basa anche sul seguente risultato.

Lemma 4.4. Sia f : [0,00) — R™ una funzione continua assegnata. Supponiamo
che b € CL(R™,R") werifichi (4.6) e consideriamo l’equazione integrale (nella funzione
incognita u : [0,00) — R™ continua):

ult) = () + /0 b(u(s))ds, ¢ 0. (4.7)

(i) Esiste un’unica soluzione u per (4.7) su [0, 00].

(ii) Se b é in aggiunta Lipschitziana su R™ allora le sequenti iterate di Picard,

wo(t) = F(1), umr(t) = F(£) + /0 bun(s))ds, >0, neN,

convergono alla soluzione w, uniformemente su ogni intervallo [0,a], a > 0.

Dimostrazione. (i) Si pone v(t) := u(t) — f(t). Cerchiamo una soluzione v di classe
C! che verifica

ot) = /0 bu(s) + f(s))ds, > 0. (4.8)

Questa equivale al problema di Cauchy

o(t) = b(u(t) + f(t)), v(0)=0.

Poiche F(t,z) := b(x+ f(t)) & di classe C! nella variabile x, sappiamo che esiste un'unica
soluzione v per il precedente problema di Cauchy, soluzione definita su un intervallo
massimale [0, 7. Dunque v verifica (4.8) su [0, T[. E’ chiaro che

u(t) ==v(t)+ f(t), te[0,T],

risolve (4.7) ed & 'unica soluzione in [0,7]. Rimane da provare, usando (4.6), che
T = oo. Moltiplicando scalarmente per v si ha:

5ot = (o), v(t) = () + £(t), v(t)
(

)=
= (b(u(t) + f(1)) = b(f (1)), v(t)) + (b(f (1)), v(t))
< KA+ OP) + Mo®)] < CQ+o®)?), te0,T],
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dove M = sup,c(o] |b(f(t))]. Integrando su [0, 1], si trova
t
()2 < 20t+20/ (v (s)[2ds.
0

Il Lemma di Gronwall implica che |v(t)|? < 20Te*CT, t € [0, T[. Dunque T = +o0.
(i) Sia @ > 0. Si ha, per t € [0, a],

t
s () — o (1)) < /0 b(F(r))ldr < Bt,

t t 2
Jus(t) — wr (£)] < /0 [bur () — b(F (1)) dr < BL /0 sds = BT

dove B = sup¢(o ] [b(f(t))]. Per induzione si ottiene:

Lnan+1

m, t e [O,CZ], nEN

[unt1(t) —un(t)| < B
Dunque up41(t) = f(t) + D p_o(wrt1(t) — uk(t)) converge uniformente su [0,a] ad una
funzione continua u. Passando al limite in u,4+1(t) = f(¢) + fg b(un(s))ds si trova che u
¢ la soluzione dell’equazione su [0, +o00]. [ |

Dimostrazione del Teorema 4.2. (Unicita) Se (X;) e (Y;) sono due soluzioni si ha,
per ogni T' > 0,

X (w) — Yi(w)| < / (X, (w)) — b(Y(w))lds < o / Xo(w) - Ya(w)lds, ¢ € [0,7],

dove c ¢ la costante di Lipschitz di b sulla palla chiusa B(0, R), di centro 0 e raggio R,
dove R = R(w) = maxcjo 7] (| X¢(w)| + [Yi(w)]). Dal Lemma di Gronwall si deduce che
Xi(w) =Yi(w), t € [0,T], da cui la tesi per arbitrarieta di T e di w.

Si puo provare allo stesso modo che se due processi (X¢) e (Y;) risolvono (4.4) su un
intervallo [0, T'(w)], allora X;(w) = Y;(w), t € [0,T(w)], per ogni w.

(Esistenza) Sappiamo gia che esiste (X;(w)) che risolve (4.4) su [0,00], q.c.. Basta
applicare il Lemma 4.4 con

f) =2+ oW (w), wq.c.

Rimane da provare che (X;) ¢ un processo F;-adattato, cioe che Xy : (Q,F;) — R™ ¢
misurabile, per ogni ¢ > 0.

Questo e certamente vero se b & Lipschitziana su R™. Infatti in tale caso X; e il
limite “w per w” (uniformemente in ogni [0,77]) dei processi

t
Xot)=z+ oWy, Xpi1(t) =2+ oW+ / b(X,(s))ds, t>0, neN,
0

vedere (ii) nel Lemma 4.4. Si dimostra facilmente che i processi (X, (t)) sono tutti
JFi-adattati, usando I'induzione.
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Per trattare il caso di b soltanto localmente Lipschitziana, introduciamo delle opportune
approssimazioni Lipschitziane (by) di b:

b(x), se |z| <k,
be(z) =
b(kz/|z]), se |z| >k,

E’ chiaro che b : R™ — R™ & Lipschitziana. Dunque le EDS
dXy = bk(Xt)dt +o0dW;, Xo=z€R" t>0, k€N,

ammettono ciascuna un’unico processo soluzione (X[), che ¢ anche Fi-adattato. Per
concludere la dimostrazione, proviamo che

(x)  lim Xf(w) = X (w),

k—o0

per ogni t > 0, w q.c.. ((*) significa che, fissati sg > 0, w q.c., per ogni € > 0, esiste
ko = ko(w) tale che se k > ko, | X% (w) — Xqy(w)| < €).

Fissiamo w € Q e introduciamo l'intero N = N(w) > sup¢[o ] | Xt(w)| (sappiamo che
t — X¢(w) € continua, w q.c.). Per costruzione, so che

Xt (w) —:L':/O b(Xs(w))ds + oWy (w) :/0 by (Xs(w))ds + oWy (w), t € [0, sg].

Per 'unicita della soluzione, si deve avere X;(w) = XN (w), t € [0, so] ed anche X;(w) =
XF(w), t €0, s0], per ogni k > N. Questo prova (*).
La dimostrazione ¢ finita. |

Osserviamo che il teorema precedente vale anche se assumiamo che il coefficiente b
sia limitato su R™ e di classe C' (senza richiedere la condizione di monotonia (4.6)).

Proposizione 4.5. Sia (X[) il processo soluzione di (4.4), sotto le Ipotesi 4.1. Sup-
poniamo che b sia anche limitata su R™. Allora, per ogni T > 0, si ha:

sup E|X7]? < oco.
te[0,7)

In particolare fOTIE|X§|2ds < 00.
Dimostrazione. Si ha:

EIX7 2 < 3E(Jaf* + Cr + |lo|2Wi2) < Corr, € [0,T].

Si potrebbe provare il precedente risultato solo sotto le Ipotesi 4.1. Tuttavia la
dimostrazione sarebbe meno banale (richiederebbe anche di introdurre i tempi d’arresto,
vedere per esempio [16]).
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5 L’integrale di Ito

Per semplicita, in questa sezione trattiamo processi reali.
Consideriamo sempre fissato un processo di Wiener reale (W:) definito e adattato
rispetto ad una base stocastica (2, F, (Ft)e>0,P), vedere la Definizione 3.3.

Un processo elementare (X;) = (X¢)¢>0 € un processo del tipo

Zth 1[tk7tlc+1[( ) (51)

dove 0 <ty < t1... <tn,n €N, le X, € L?(Q) sono variabili aleatorie Ft,-misurabili.
Ovviamente risulta che fOT E|X;|?ds < oo, per ogni T > 0. Ogni processo elementare
ha traiettorie continue a destra.

Per un processo elementare, definiamo 1’integrale stocastico (alla Ito) nel modo
seguente:

n—1

/ XodWys =" Xy, (Wiyoont — Wigar), £>0, dove t At =min(ty, t).
k=0

Osserviamo che per un processo elementare (X;) valgono le seguenti proprieta:
(o) il processo (fét XdWy)i>0 € continuo q.c.;
(i) IEfOthW =0,t>0;
fo XdWy)? Efo | Xs|%ds, t>0 (proprieta di isometria);

La (0) ¢ chiara. Anche (i) si verifica facilmente. Infatti E[Xy, (Wi, at — Wiae)] =0,
poiche X, & F; -misurabile e integrabile e (Wy, o W4,) € indipendente da F, ed ha
media nulla.

Verifichiamo la (ii), supponendo che t,, = t. Questo non & restrittivo. Si ha:

/XdW E(Zth (Wiprr — Wtk))z

= Z E(thth (Wtk+1 - Wtk) (Wtj+1 - Wtj))

k,j=1
n—1 n—1
= E[thk (Wtk+1 - Wtk)2] = Z E[thk] E(Wtk+1 - Wtk)z
k=0 k=0
=Y E[X2] (th41 — tr) = / E|X|*ds.
k=0 0

Abbiamo usato che E[Xy, Xy, (Wi, ,, —Wy,) (Wi, —Wi,)] =0, se ty, < t;. Questo segue
dalle proprieta di (W;) e dal fatto che le X;, € L?(£2) (si pud usare il Corollario 1.6).

Usando (i) e (ii) si puo estendere la definizione di integrale stocastico a processi che si
possono approssimare attraverso processi elementari.
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Introduciamo la classe Lgd. Un processo (X¢)i>o tale che, per ogni T' > 0, la funzione:
[0,7] x @ = R, (t,w) — X¢(w) sia B([0,T]) x Fr-misurabile, si dice progressivo.

Certamente ogni processo progressivo ¢ anche Fi-adattato. Infatti {t} x {X; € A}
= ({(s,w) € [0,t] x Q : Xs(w) € A} n{t} x Q) € B([0,t]) x F, per ogni t > 0,
A € B(R).

E’ importante tenere presente che ogni processo con traiettorie continue a destra che
sia Fi-adattato é anche progressivo, vedere [15].

Un processo progressivo (X;) si dice di classe L2, se verifica
T
E/ | X|?ds < co, per ogni T > 0. (5.2)
0

Se (X;) € un processo di classe Lgd, st puo dimostrare che, per ogni T > 0, esiste una
successione di processi elementari (X}') tale che

T
lim IE/ | Xs — X™?ds = 0, (5.3)
0

n—oo

vedere per esempio [15], [17] o [13]. Fissato T > 0, usando (ii), si ottiene
T T 9 T
IE(/ XMW, — / X;"dWS> :E/ X" — X™|%ds, n, m € N.
0 0 0

Quindi le v.a. f(;[ X"dW, formano una successione di Cauchy in L?(£2) che converge, in
L*(Q), ad una v.a. che chiamiamo Y7. Dato (X;) di classe L2, si pone

T
Yr ::/ XsdW, (integrale stocastico di (X;) su [0,77])
0

e si prova (senza difficolta) che la definizione non dipende dalla particolare scelta dei
processi elementari (X") che approssimano (X;), nel senso di (5.3).

Al variare di ¢ > 0 si trova il processo integrale stocastico (Y;):>o,
t
Yt:/ X dWs, t>0.
0

Questo e F-adattato ed € unico a meno di versioni.

Si puo provare che

(a) (Y;) ammette una versione con traiettorie continue;

(b) E(Y;)? = E(fy X,dW,)? =E [ |Xs[2ds, t>0.

(c) (Yy) & una Fi-martingala (cioé E(Y;/Fs) =Y,, t>s>0),

vedere per esempio [15] o [19]. Inoltre se (X;) & un processo continuo di classe LZ,
allora, per ogni T > 0,

T n—1
XdWy = lim > Xy (W, — Wi,). (5.4)
k=0
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dove il limite ¢ in L?(Q) e m = {to,...tn}, contg =0 < ... <t, =T. Infatti se (X;) &
continuo si pud approssimarlo in L2([0, 7] x Q) con processi elementari (X;),

n—1
Xi(w) =D X, (@) Lgg ey (-
k=0

} . N . . . 2
Questo non si puo fare in generale per ogni processo di classe LZ .

Esempio 5.1. Proviamo che

t
Y; = / WedW, = W2/2 —t/2, t>0.
0

Fissiamo ¢ > 0. Sia m = {tg, ..., tp}, con 0 = tg < t1 ...< t,, = t una generica partizione
di [O,t]. Sia ‘71" = maxo<k<n—1 ‘tk+1 — tk‘.
Si ha:
n—1 n—1 n—1 n—1
2 Z W, (Wtk+1 - Wy,) = Z[Wtk + (Wtk+1 - Wtk)]Q - [Wtk]2 - [Wtk+1 - Wtk]2
k=0 k=0 k=0 k=0
n—1 n—1 n—1
= [ngk+1]2‘_' [[LQk]2 - [LL}k+l __Imﬁk]2
k=0 k=0 k=0
n—1
= Wt2 - [Wtk+1 - Wtk]Q'
k=0

Passando al limite in L?(2) con |r| — 0T, si trova la tesi, grazie a (3.9) (la variazione
quadratica di (W3) su [0, ¢] & proprio t).

L’integrale stocastico rispetto a W; si puo definire per processi piu generali, di quelli
di classe Lgd. Lo stesso Ito aveva gia definito il suo integrale per processi progressivi
(X¢) che verificano la condizione

t
/ | Xs(w)|?ds < 0o, per ognit >0, wq.c. (5.5)
0

In questo caso l'integrale stocastico si ottiene come limite in probabilita di integrali
stocastici di processi elementari. Tuttavia non gode piu in generale delle precedenti
proprieta (a), (b) e (c).

6 La formula di Ito

Consideriamo sempre fissato un processo di Wiener n-dimensionale (W) definito e
adattato rispetto ad una base stocastica (Q, F, (Fi)i>0,P), vedere la Definizione 3.3.
6.1 La formula di Ito multidimensionale

Fissiamo T > 0 e introduciamo lo spazio di funzioni C; 7% = C’; 2([0,T] x R™).

Diciamo che una funzione f(¢,z), f : [0,T] x R™ — R appartiene a Cbl’%, se f & derivabile
con continuitd una volta in ¢ e due volte in z su [0,7] x R™ (ciog esistono le derivate parziali
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Oif, Oz, f € Opa; f, con i,j = 1,....,n, continue su [0,7] x R™) e inoltre f e tutte le derivate
parziali 0 f, Oy, f € Oz, f, con i, j =1,....,n, sono limitate su [0, 7] x R".

Scriviamo D, f = (O, f, ..., Ox, f). Lo spazio C? si definisce in modo simile a C;”%; si tratta
delle funzioni f : R™ — R continue e limitate, che ammettono tutte le derivate parziali 9., f e
Op,z; [, con i, j=1,....,n, continue e limitate su R".

Il seguente risultato € molto importante.

Teorema 6.1. (Formula di Ito) Sia f € C;’q%. Sia (X)) = (X7), = € R", il processo
soluzione di (4.4), sotto le Ipotesi 4.1. Indichiamo con q = (q;;) la matrice ool .

Considerando il processo continuo f(t, Xy), si ha:
t t
[, Xi(w)) = f(0,2) = /O s f (u, Xu(w))dqu/O (D f(u, Xu(w)), b(Xu(w)))du

t n
+ ;/0 ( Z Qijazixjf(quu(W)))du—|—Y;(w), te [O,T], q.c.,

=1

dove Y; € dato da

n ¢ . '
Y, = Z/O O, [ (u, Xy)oi;dW} ::/0 (Dyf(u, Xy,), 0dW,,).

1,j=1

La formula di Ito vale piu in generale per i cosiddetti processi (X¢) di Ito, che non
sono necessariamente soluzioni di EDS.

Anche le ipotesi su f si potrebbero indebolire (permettendo per esempio ad f di
essere un polinomio). In tale caso occorre generalizzare la nozione che abbiamo dato di
integrale stocastico, usando la condizione (5.5).

Rimandiamo ai testi di calcolo stocastico per la presentazione e la dimostrazione
della formula di Ito in un contesto piu generale.

Motivati dalla formula di Ito, consideriamo il seguente operatore di Kolmogorov,

1 < - 1
Lf(w) =5 D 60, f(0)+)_ 0n f(2)bilw) = STr(aD* f(@))+(Dxf(2), (), @ €R",
ij=1 i=1
(6.1)
f € CZ, dove Tr(A) indica la traccia di una matrice A e D?f(z) & la matrice Hessiana
di fin x. Notiamo che ¢ = oo & una matrice simmetrica e semidefinita positiva.

Corollario 6.2. Sia f € CZ. Supponiamo che (X7) sia il processo soluzione di (4.4).
Se assumiamo che b € C! sia limitata su R™ allora si ha:

E(f(XF)) = f(z) + E /0 LE(XT)ds, t>0, o (6.2)

1o EU(XEL)) ~ E(F(XE))

=ELf(X} R™ t>0. .
=0 h f( t)7 S 7t_0 (63)

Dimostrazione. Per ottenere (6.2), si applica l'attesa nella precedente formula di Ito,
senza difficolta visto che b e limitata e f € C’g . Certamente 'integrale stocastico Y; e
ben definito, grazie alle ipotesi su f (e si ha EY; =0, t > 0).

Anche la (6.3) si dimostra facilmente. [ |
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La (6.3) per t = 0, diventa

- E() - f(@)
h—0+ h

= Lf(z), z €R", fecC?. (6.4)

Questa formula esprime il fatto che l'operatore L ¢ il generatore (infinitesimale) del
processo di diffusione (X}).

Si potrebbe dimostrare il precedente corollario anche solo assumendo che b sia Lips-
chitziana su R" e f € C’g.

Tuttavia il risultato in generale non vale con f soltanto di classe C? (non si puo
ottenere il corollario con la stessa generalita con cui si potrebbe provare la formula di
Ito). La formula di Ito € un uguaglianza w per w tra processi. Il corollario precedente
richiede addizionali condizioni di integrabilita sui processi che si considerano.

Partendo dal Corollario 6.2 si potrebbe provare che la legge p(t, x,-) della v.a. X{ & soluzione (in senso
generalizzato) di un’equazione parabolica di tipo Fokker-Planck, in cui compare I'aggiunto formale L*
di L,

L fTr (¢D?") 2811 i

Piu precisamente, se indichiamo con p(t,z) la misura p(t, z,-), si ha: Op(t,z) = L*p(t,z), ¢ > 0,
p(0, ) = 6, * € R™; 'equazione precedente & intesa in senso distribuzionale, cioe, per ogni g € C3(R")
(ovvero per ogni g di classe C? su R™ con supporto compatto), deve valere

8t(/n 9(y)p(t, w)(dy)) = /n Lg(y)p(t, z)(dy), t >0,

vedere per esempio [9], [7] e [16], [20]. Le equazioni di Fokker-Planck si chiamano anche equazioni di

Kolmogorov forward.

6.2 Dimostrazione della formula di Ito unidimensionale

Riprendiamo la formula di Ito quando R™ = R.

Teorema 6.3. Sia f € C’I}’i,%. Sia (X3) = (X[), x € R, il processo soluzione di (4.4),
sotto le Ipotesi 4.1. Considerando il processo continuo f(t, Xy), si ha:

£t Xo(w)) — £(0,2) / 0 (11, X du+/ O f (1, X (0))b( X (@) )t
22 u w u g u .
‘o 2/0 v f (1 X (o))t + /O&Ef( X)W,

Spieghiamo un metodo pratico per ricordarsi la formula di Ito.

Si tratta di scrivere la formula di Taylor per f(X;), identificando dW; con v/dt (per
spiegare meglio Iidea trattiamo f non dipendente da t).

df (X;) = f'(Xy)dX; + %f”(Xt)(dXt)Q +o((dXy)?)
— X)X+ od W) + % FUXD) B + od V) + o((dX1)2)

= F(X)b(X)dt + f'(Xy)odW; + % F(X)o%dt + o(dt).
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Trascurando o(dt) e integrando, si trova proprio

t
FOX) — @) = [ 00X 70 + Daut [ FCX o,
0
Esempio 6.4. Sia (W) = (W; + z), con (W;) processo di Wiener reale, x € R fissato.
Si ha: dWF = dWy, W§ = x; quindi (W}*) risolve (4.4) conb=0e o = 1.
Consideriamo f(x) = sin(z) e il processo Y; = f(W}*) = sin(W}*). Usando la formula
di Ito, si trova

1 1
dY; = f/(WF)dWy + §f"(th)dt = cos(W7)dW; — 5 sin(W;*)dt.
Quindi
t 1 t
sin(Wy) —x = / cos(W)dWg — 2/ sin(Wy)ds.
0 0

La formula e in contrasto con la nostra intuizione basata sulle regole del calcolo integrale
alla Cauchy-Riemann per la presenza di —3 J sin(WZ¥)ds.

Dimostrazione del Teorema 6.3 Per semplicita di notazione, supponiamo che f non
dipenda da t. Inoltre poniamo o = 1.

Fissiamo ¢ > 0. Consideriamo una generica partizione m = {sg, ...s,}, con so =0 < ...
< sp =t; |7 = maxo<k<n—1 |[Sk+1 — Skl-
Dalla formula di Taylor, si ha (ragionando w per w):

n—1
f(Xt) - f(x) = [f(Xsk+1) - f(Xsk)]
Z:g n—1
= ) fl(Xe) AXy + = Zf” &)AXE)? = T,
k=0 k 0

dove AXy = X, — X, e |& — X, | < | Xy — X |, k=0,...,n -1

Proveremo la formula di Ito, mostrando che esiste una successione (my,,) di partizioni
di [0,¢] (con |my,| — 0, per m — o) tale che

m—ro0

t
lim T /(b(Xu)f (Xu) + 5 (X du+/ F(X)dWa, ge.  (6.5)
0

Fissata 7, risulta che

Zf . AXk—Zf W [ du+Zf DA,

dove AWy, = Wy, ., — W,,. Ora e chiaro che

Sk+1
n—1 ) Skl n—1 )
7 [ b = 3 P () B skt |
k=0 Sk k=0
n—1
< I 1D(X) — (X [s1 — sl < el et g
k=0
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per || sufficientemente piccola (con uy € [S, Sk+1]). Percio

fim 3”70 [ b= T 3 6k — s

= [ f(X)b(Xy)du, q.c..
0

Trattiamo ora Zz;é f'(Xs, ) AWy. Per (5.4) si ha che (in L*(Q))

n—1 t
lim 3" F()AW = [ F X)W
k=0 0

w0+ 4=

X )AWk

k
converge q.c. a fg J'(Xu)dW,, per m — oo (pill precisamente, s, = s}, k = 0, ...,n(m)).

Consideriamo ora Y725 f/(€4)[AXg)?. Si ha:

Quindi esiste una successione (7., ) nen di partizioni di [0, #] tale che D sk, skpscnl f(

n—1
D) [AXE)?
n—1 Skl 9 n—1 n—1 = Skh41
=) ([ bxdn)” 4 Y peawi £ 23 @) [ bx)du.
k=0 Sk k=0 k=0 Sk
Sia supy,eo.4 [0(Xu(w))| = M(w). Si ha:
n—1 Skl
DS O 2 M@0 —a) s 1AW 0

per || = 0, q.c.. In modo simile si prova che

lim ni F(E) ( / Y b()(u)du)2 —0, g
k=0

T—0t — Sk

Rimane da trattare il termine critico ZZ;(% (&) [AWR]?. Proviamo che, passando
eventualmente ad una sottosuccessione (m,,) di (7)), risulta

|7 |—0

lm S @AW = [ (X (6.6

Sk Sk+1€Tm

Questo concludera la dimostrazione (osserviamo che se le traiettorie di (W;) fossero BV
avremmo

> @AW = max AWl e > 1AW = 0,

Sk, Sk+1E™T Sk, Sk+1E™T

q.c., per |w| — 0).
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Per provare (6.6), consideriamo per un momento che & = X;,, per k =0,..n — 1, e
proviamo che esiste una sottosuccessione (72,) di (7},) tale che

t
. " 2 _ "
\w}%ﬁgo > . (X ) [AWy] —/0 [ (Xu)du, q.c. (6.7)
Sk, Sk4+1C€T,

Partiamo dalla formula ben nota

n—1 t
lim Y (X, )[sk41 — s8] = / f(X)du, q.c.. (6.8)
|m[=0 =5 0
La formula (6.7) segue se proviamo che
n—1 n—1 9
lim B( Y /(X [AW? = D F (X )lsker = s]) =0, (6.9)
=0 M3 k=0
Ponendo Asg = [sg+1 — Sk, si trova:
n—1 n—1 9 n—1 9
E( D XG)AWE = 3 F(Xo)As) =E( DD /(X )IAWE = Asil)
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
=EY fP(X)AWE = Asp]? +2E) [P (X )[AWE — Asi f(Xe))[AW] — As;]
k=0 k<j
n—1
= (usando Iindipendenza e E[AW? — Asg] = 0) EZ (X ) [AWE — Asy)?
k=0
n—1 n—1
AW? 2
. : 1112 2 k 2
< (ragionando come in (3.10)) | |12 ;O(Ask) E[TSk - 1} < 2| "% || kZOAsk

e

per |r| — 0. Questo prova (6.7). Per ottenere (6.6), occorre verificare che, passando
eventualmente ad una sottosuccessione (7,,) di (72,), risulta q.c.

lim Y [f(X,) — (&AW =0. (6.10)

|7 |—0
Sk;Sk+1€Tm

Fissata una partizione 7 di [0, ], si ha:

n—1 n—1
D O 1(Xey) = I ENAWE]? < max (X)) = f7(&)] > AW
k=0 k=0

Poiche | X, — &kl < [Xs,,, — X, |, usando anche la continuita di f, si trova

k+1

lim max 1|f"(Xsk) — (&) =0, q.c. (6.11)

|r|]—0t+ k=0,...,n—

Abbiamo gia visto che lim_ ZZ;& [AW]? = t in L?(92). Quindi, passando ad una
sottosuccessione di (7,,) di (72,), risulta q.c.

lim > (AW =t

[Tm|—0
Sk, Sk+1€Tm
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Combinando 'ultima formula con (6.11), si trova (6.10). La dimostrazione ¢ conclusa.
]

Si puo rendere piu elegante la precedente dimostrazione, senza passare per sottosuc-
cessioni di partizioni, provando direttamente che lim ;o' =0 in probabilita.

7 Cenni sui semigruppi di Markov e le equazioni paraboliche di Kol-
mogorov

In questa sezione occorre avere una certa familiarita con le principali proprieta dell’atte-
sa condizionale. Vogliamo introdurre la proprieta di Markov; si tratta di un argomento
non facile. Presentiamo solo alcune semplici considerazioni. Per maggiori chiarimenti e
dimostrazioni si pud consultare per esempio [15], [17] e [19].

Indichiamo con By(R"™), lo spazio di Banach delle funzione Borelliane f : R®” — R
limitate, munito della norma del sup || - ||cc-

Sia (X7 )i>0 una famiglia di processi, dipendenti da z € R", a valori in R", definiti
e adattati rispetto ad una stessa base stocastica (£, F, (F¢)i>0,P). Richiediamo che
P(X§ = x) = 1, per ogni = (“il processo (X}') parte da x € R™”).

Introduciamo la funzione di transizione p, definita su [0,00) x R™ x B(R™),
p(t,z,A) =P(X/ € A), ze€R", t>0, Aec B(R");

dunque p(t,z,-) ¢ la legge della v.a. (X[) e 0<p<1.
Supponiamo che p(-, -, A) sia di Borel su [0, 00) x R", per ogni A € B(R").

Diciamo che (X}) &€ un processo di Markov rispetto a (F;), omogeneo nel

tempo e con funzione di transizione p (o brevemente che & di Markov), se, per ogni
A € B(R"), si ha:

(+) E(1A(XE )/ F) = p(h, XE,A), 1 €R", Ae B(R"), t, h > 0.

Chiaramente (*) implica che E(14(X[ )/ F:) = E(1a(X[,)/X{) (dove E(1a(X¢1p)/Xy) :=
E(14(Xe4n)/0(X0)).

Intuitivamente la proprieta di Markov dice che i valori futuri del processo dipendono
solo dal presente e non dai valori passati del processo.

Si dimostra facilmente che (*) equivale a

E(f(X{n))/Fe) = A fp(h, X{',dy), = e€R" t, h >0, fcB(R").
Si usa anche la notazione:
P(X[y, € AJF) = Ea(X[,)/F).
Si noti che p(0,z, A) =P(X§ € A) = 0,(A).

Proposizione 7.1. Il processo di Wiener n-dimensionale (W), x € R", W} := x+ W,
definito e adattato rispetto a (0, F, (Ft)i>0,P), € di Markov con funzione di transizione

b,
p(h,x, A) := N(z, hI)(A) = P(WT € A). (7.1)
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Dimostrazione. Si ha, per A € B(R"),
P(Wiin € A/F) = EQa(W, — W+ W)/ F).

Ora si puo ragionare cosi’: 1a([W, —WZ+W{E) = f([W7,—W{], W), dove f(x,y) =
la(z +vy), z,y € R". Quindi

E(fWip = Wi WE) [ F) = E(F(Wikp = Wi y) ly=wy, (7.2)

usando il fatto che Wi & Fi-misurabile e W7, — W ¢ indipendente da ;. La formula
(7.2) si verifica facilmente se f(z,y) ¢ del tipo F(z)G(y), con F, G € B(R™) e poi si
estende a tutte le f € B(R?") con un procedimento di approssimazione (vedere per
esempio [15, Sezione 0.8]).

Dunque abbiamo che

PWii, € AJF) = EQa((Wey, — W+ )ly=wiy = PWE, — W +y € A)ly=wy
— N(WE,hI)(A) = p(h, W&, A).

(7.3)

[ |

Dato un processo stocastico di Markov (X7), possiamo associargli la famiglia di
operatori lineari (), P; : By(R"™) — Bp(R"),

Pif(x) =Ef(XY), fe€By(R"), ze€R" t>0. (7.4)
Ogni operatore P; e di contrazioni. Infatti si ha:
Ef(XO)] < [flloo, f € By(R"), z €R", t >0.

Inoltre Py = I. Grazie alla proprieta di Markov, la famiglia (P;) ¢ un semigruppo di
operatori su By(R™), cioe risulta PP, = Piyp, t,h > 0.
Infatti, si ha, per ogni A € B(R"),

Pt+h1A(l‘) = E(lA(th-&-h))
= E[E(1a(X{ )/ F)] = Elp(h, Xi, A)l = Py(p(h, -, A))(x) = P (Ppla)(z),

x € R", ¢, h > 0. Il semigruppo di operatori (F;) si chiama semigruppo di Markov
(associato al processo (X})). Osserviamo che

Ptf(x) = on f(y)p(ta x,dy), f € Bb(Rn)

Esempio 7.2. Nel caso del processo di Wiener (W), il semigruppo di Markov associato
ha un’espressione esplicita; si tratta del classico semigruppo del calore:
—lz—y|?

2t

P = | fptady) = [ )N thdy = | fly)~———dy
Rn R™ Rn (2m)ntn

Ritorniamo alla EDS (4.4). Vale il seguente teorema (per una dimostrazione vedere
per esempio [21] o [16]).
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Teorema 7.3. Sia (X7), © € R", il processo soluzione di (4.4), sotto Ipotesi 4.1.
Allora (X}) & di Markov.

Dimostrazione. Ricordiamo solo i punti principali della dimostrazione, facendo I'ipotesi
ulteriore che b sia Lipschitziana su R", vedere anche [7] o [13].

(i) Indichiamo con (X;*), la soluzione della EDS (4.4) che in s vale z, cio¢
t
X =x —i—/ b(X2%)dr + o(We — Ws), t>s>0.
S

Si prova che esiste una versione continua, nei parametri s,t e z di (X;"").

(ii) Si prova la legge di flusso

XO,z
Xgm — Xt& s

(questa ¢ ben nota nel caso di X7 deterministico, cio¢ quando o = 0 in (4.4)).

(iii) Si prova che Xffh e Xg’y hanno la stessa legge (al variare dei parametri ¢, h > 0,

y € R™). Questo segue dal fatto che b non dipende da t.
(iv) Infine, si ha, per A € B(R"),

E(La(XF,0)/F) = E(La(X5)/F) = BQa(X D)/ F) = plh, XE, A);

nell’ultimo passaggio si € usato (iii) e un argomento basato sia sull’indipendenza di Xttfh
da F; e sia sulla misurabilita di X}’ rispetto a F3, vedere per esempio [1, Lemma 3.9)].
Questo ragionamento raffina quello usato in (7.3). [ |

Vogliamo concludere, accennando ad un legame tra le equazioni paraboliche di Kol-
mogorov e le EDS.

Data una matrice g, nxn, simmetrica e semidefinita positiva, indichiamo con o = /g
una matrice reale n x n tale che 0o’ = ¢ (¢ non & necessariamente unica, lo sarebbe se
richiedessi la proprieta di simmetria).

Proposizione 7.4. Consideriamo il sequente problema di Cauchy

Ou(t,z) = %Tr(q D2u(t,x)) + (Dyu(t,x),b(z)), =€ R", tec (0,T],
(7.5)
U(O,l') = f(l'), f € Bb(Rn)’

dove b ¢ limitata e di classe C' e q ¢ simmetrica e semidefinita positiva.
Supponiamo di sapere che esiste per (7.5) una soluzione classica e regolare u € C';’j%.
Allora, se indichiamo con (X}¥) la soluzione di (4.4), con 0 = \/q, si ha:

E(f(X))) = Pif(z) = u(t,z), xe€R" t>0. (7.6)

Dimostrazione. Si tratta di applicare la formula di Ito con la funzione v(s,z) = u(t —
s,x), s € [0,t], x € R™ e il processo X; = X. Si ha:
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v(t, Xt) —v(0,z) = u(0, X;) — u(t, x)

_ /O (Bu(r, X2) + (Davlr, X,),b(X,)) + L Tr(q Diu(r, X,)) ) dr
+ /0 (Dyv(r, X)), cdW,)
t
_ /0 (= Guult — 1, X0) + (Dot v, X,),b(X)) + 3 Trlg D2ult — 7, X)) ) dr
t t
+ /0 (Dyu(t — 7, X;),0dW,) = /0 (Dyu(t —r, X;), 0dW,)

(poiche u € soluzione di (7.5)). Dunque
t
f(Xt) —u(t, x) =/ (Dyu(t —r, X,), cdW,).
0

Applicando lattesa, si trova la tesi, grazie al fatto che E(fg (Dyu(t—r, X,),cdW,)) = 0.
]

. . . . 1,2 .
Osserviamo che esiste una soluzione classica u € Cy’r. per (7.5), se per esempio b, f €

CZ(R"). Tuttavia la precedente formula (7.6), vale sotto ipotesi meno restrittive sia su
b che su u, vedere per esempio [10].

Si pone anche il problema di capire quando partendo dall’equazione (7.5) e considerata

la funzione v(t,z) = Pf(z), f € By(R™), che si ottiene risolvendo un’associata EDS
con o = /g, questa funzione v risolve effettivamente (7.5). Questo ¢ una problema
non banale. Certamente la risposta dipende dalla regolarita che chiediamo su f (dato
iniziale) e sul coefficiente di drift b e anche dal fatto che ¢ puo essere degenere, vedere
anche [18] e [20].
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