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1 Introduzione

Nel seguito (anche se non strettamente necessario dal punto di
vista formale per ottenere i risultati di corenza relativa che pre-
senteremo) adotteremo un punto di vista platonista e assumere-
mo che esista una struttura (V, €) tale che €C V' xV ¢ veramente
una relazione ben fondata, inolte assumeremo che (V, €) = ZFC
dove = ¢ la abituale nozione di conseguenza semantica alla
Tarski definita nella metateoria.

Per avere una idea piu chiara di quale sia il nostro punto di
vista, consideriamo la teoria del primo ordine nota come aritme-
tica di Peano PA. I numeri naturali N sono il modello standard
per questa teoria. D’altra parte grazie al teorema di compattez-
za esistono anche modelli non standard di PA ossia modelli M in
cui N si immerge come un segmento iniziale proprio. In tali mo-
delli non standard vi sono numeri naturali a € M piu grandi di
qualunque numero finito. Piu precisamente sia per ogni n € N,
¢n(z) una formula nel linguaggio dell’aritmetica {+, -, <,=} ta-
le che N |= ¢,,(x)[n] e tale che PA + 3lx¢,(z). Allora dato M
modello non standard di PA, sia per ogni n € N, a,, € M 'unico



oggetto tale che M = ¢,(2)[a,]. Poiché M & non standard esiste
a € M tale che per tutti glin € N, M |= a,, < a. Tale a viene
detto intero non standard!.

Vogliamo adottare lo stesso punto di vista per ZFC. Nella
nostra intenzione ZFC intende descrivere la teoria del primo or-
dine nel linguaggio {€,=} di una data struttura (V, Ey) che &
I'universo degli insiemi, cosi come PA intende formalizzare la
teoria del primo ordine della struttura N. Il problema ¢ che ci
confrontiamo anche in questo caso con 'esistenza di modelli non
standard di ZFC. Infatti, esattamente come nel caso di PA, il
teorema di compattezza nella metateoria ci mostra che se ZFC

ha un modello allora ha anche un modello mal fondato ossia un
modello (M, Ey;) tale che:

e la struttura (M, Ey) = ZFC rispetto alla nozione |= defi-
nita nella metateoria,

e Fyy € M x M e una relazione non transitiva, ossia per
qualche z € M, {x € M : zEyz} # 2,

e /) ¢ mal fondata rispetto alla metateoria, ossia esiste {x, :
n € N} C M tale che per ogni z in M, {x € M : xEyz} #
{z, : n € N} e tale che z,, 11 Fyz, per ogni n.

Nella struttura (V, Ey) che noi prenderemo in esame Ey e -
veramente la relazione di appartenenza € e quindi:

e F)y e transitiva, ossia e la vera appartenenza €, quindi per
ognizeV, {x eV :zEyz} =z,

IPer semplificare la notazione spesso scriveremo M = ¢(ag,- - ,a,) invece di M &=
d(xo, -+ ,xn)lao, -+ ,an], il lettore potra pensare che abbiamo espanso il linguaggio {€, =}
con costanti che vengono interpretate da ag,- -+ , a,.



e Ey e ben fondata nella metateoria ossia, per ogni Z C V
(a priori Z potrebbe non essere un elemento della struttura
V') esiste x in Z tale che per ogni y in Z —(yEyx).

Poiché Ey coincide con € NV x V d’ora in poi indicheremo la
nostra struttura di riferimento come la coppia (V, €) o anche solo
con V, inoltre ci sentiremo liberi di non relativizzare le formule
e le operazioni definibili tra insiemi di V" alla struttura V', poiché
nella nostra intenzione V' e veramanete I'universo degli insiemi
e quindi per esempio P(M)V = P(M), | X|V = |X| etc......

Questo breve excursus di natura filosofica viene fatto con la
speranza di facilitare I'intuizione che guidera i nostri passi nel
seguito.

2 Definibilita

Scriveremo spesso per una data struttura (M, €), M = ¢(aq, - - a,)
invece di (M, €) = ¢(xo, -+ ,zp)|ao, - --ay]. Il lettore pignolo
potra pensare che nella metateoria abbiamo espanso il linguaggio
{€,=} con costanti per ogni elemento di M.

Definizione 1. Sia T una teoria nel linguaggio {€,=}, Dato
ae€ V=¥ R(xg, - ,z,) éuna proprieta Ai(ad)-definibile rispetto
a una teoria T se e solo se:

e (i sono due formule Yp(Z,y) e ¢r(Z,y) la prima Il e la
seconda X1 tali che

T & 3vE[or(Z, ) < Vr(Z, 7).

e Perogni M C 'V classe (o insieme) transitiva tale che M =
T, ae M=¥,
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si ha che per un qualunque b € M<¥, R(I;)M sse M =
¢R(b, 5) (0 M ): ¢R(b, @)))

Data una proprieta R Ai(@)-definibile nella teoria T, indi-
cheremo con Yr e ¢or le formule rispettivamente 11y e X1 che
possono essere utilizzate per definirla.

Data una proprieta R A1(d)-definibile, diremo che una classe
(0 insieme) transitiva M ¢é corretta per R rispetto al parametro

a se M soddisfa T, @ € M<Y ed
M E=VZop(Z, d) <« Yp(T,d)l.

Ricordiamo i fatti seguenti che saranno cruciali in tutti i
ragionamenti che seguiranno:

Lemma 2. Sia R(xg,--- ,x,) una proprieta A, (a)-definibile in
una teoria T del linguaggio {€,=}. Siano M C N delle classi
(0 insiemi) transitive contenute in V' corrette per R rispetto al
parametro @. Allora per ogni b € M, R(b)M sse R(b)N

Dimostrazione. Utilizziamo in un verso la definizione >; di R e
nell’altro la definizione IT; di R. Quindi siano ¢p = Jzé(z, ¥, 2)
e Yr = Va(z,y, Z) formule che testimonino che R & una relazio-
ne A con ¢, formule A e tali che per ogni classe transitiva W
che & modello di T e per ogni b € W<, R(b)W sse W = ¢r(b, @).

Ora assumiamo R(b)M, allora M = ¢(c,b,@) per qualche
ce M. P01Che ¢ e Ag ed M,N sono transitivi ed M C N,
N = ¢(c, b,a@)), quindi_ R(b)N & testimoniato da ¢r. Viceversa
se R(b)N per qualche b € M<“, allora N |= ¢(c,b,d) per ogni
¢ € N. Per le stesse ragioni di sopra otteniamo che per ogni
ce M, M E (e, b, @) per cui RM(E) ¢ testimoniato da ¢g. [

Lemma 3. Sia R(xg,--- ,x,) una proprieta A, (a)-definibile in
una teoria T del linguaggio {€,=} tale che:
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o T'F JyNVay, - x,ror(xe, 21, -+, Tp, Y),
e Per ogni classe transitiva M corretta per R rispetto al para-
metro @ si ha che M =Ny, -+ x,wopr(,, 1, -+, Ty, d)

Allora la funzione F : V" — V' che mappa b nell’unico c tale che
R(c,b) (ossia b — c sse V = ¥r(c,b,@)) ¢ assoluta rispetto a
classi transitive corrette per R (ossia la mappa FM : M"™ — M
che mappa b € M™ nell’unico ¢ € M tale che RM(c, 5) coincide
con F [ M).

Dimostrazione. Lasciamo al lettore interessato la dimostrazione
di questo lemma. O

Teorema 4. Esiste una proprieta Sat(X,n,Z) e un insieme
finito Tgy di asstomi di ZF tali che:

1. Sat sia A1(X, n, Z,w)-definibile rispetto a un insieme finito
Tsy di assiomi di ZF quando X € V e un dato insieme,
n € w ¢ un numero naturale e 7 € X <.

2. Per ogni X €V, be X< ed ogni formula ¢(zg,--- ,x;)
nel linguaggio {€,=} con variabili libere xq,- - ,x;, sian =
"¢ il numero di Gédel della formula ¢ allora V = Sat(X,n, b)
sse nella metateoria utilizzando [’abituale definizione di Tar-

ski (X, € NX2) = é(zo, -+ ,2,)[b].

3 Tsq FVX,new, 7€ X¥Iy CXVere Xx €y«
Sat(X,n, (x)7)).

Supposto che il teorema sia stato dimostrato definiamo?:

2(y)Z denota la sequenza il cui primo pezzo ¢ la sequenza (y) e il cui secondo pezzo &
la sequenza 2’



Definizione 5. Dato un insieme X una formula ¢ ed una se-
quenza b € X <Y

-, -,

Defror(X,b) = {y € X : Sat(X,"¢™, (y)b)}

Def(X) = | J{Defu(X.b) :ncwbe X}

Assumendo il teorema 4, invitiamo il lettore a verificare i fatti
seguenti utilizzando i lemmi precedenti:

Lemma 6. Per ogni classe transitiva M tale che M = Tsy,
DefM = Def, | M e DefM = Def | M.
Lemma 7. Per ogni classe transitiva M che sia modello di

Tsar ed ogni insieme X € M

(a) Per ogni formula ¢(zo,--- ,xz,) ed ogni ai,--- ,a, € X,
{yEXX |:¢(y7a17"' aa’n)} EDef(X)

(b) Per ogni v € Def(X) esiste una formula ¢(xq,--- ,x,) ed

ap, - ,an € X talichex ={ye X : X = é(y,a1,--- ,a,)}.

Per ora dimostriamo solo il lemma 7:

Dimostrazione. (a): Sia ¢(xg,--- ,z,) una formula con varia-
bili libere zg,--- ,x, ed ay, - ,a, € X. Per Ienunciato (2)
del teorema 4, per ogni y € X, X E ¢(y,a1,--- ,a,) sse V =

Sat(X," ¢, (y, a1, ,a,)). Quindiz={y € X : X E ¢(y,aq,- -

fy € XV | Sat(X, 67 (g1, - an))} € Def(X).

(b): Dato x € Def(X) siano n e @ = (ay,--- ,a,) tali che
r={ye X :VESa(X,n,d} esia ¢ tale che n = "¢, allora
r={yeX: X Eoly,a, - ,a,)} O



La dimostrazione del lemma 6 ¢ piu laboriosa e utilizza gli
enunciati (1) e (8) del teorema 4.

Nel resto della presente sezione abbozzeremo una dimostra-
zione del teorema 4.

Dimostrazione. Per definire Sat(M,n,?) procediamo nel modo
seguente:

Formalizziamo prima in V' le formule del linguaggio {=, €},
3 rappresenta =, 5 rappresenta €, 2P»+2 (dove p, € I'n-esimo
numero primo) rappresenta la variabile z,,. Ora per induzione
asseriamo che j rappresenta una formula ¢ sse:

o j = 2m2Pmi22 .3 o ¢ ¢ la formula z, = x,,,
o j = 2PnizPmi23 .3 o ¢ ¢ la formula x,, = x,,
o j = 2Pm2Pmi22 . 5 e ¢ ¢ la formula x, € ,,,
o j = 2m2Pmi23 . 5 e ¢ ¢ la formula x,, € z,,

e se j = 7" .11% allora j rappresenta la formula ¢ A 1) se m
rappresenta la formula ¢ e k rappresenta la formula 1,

e se j = 19, allora j rappresenta la formula —¢ se m rap-
presenta la formula ¢,

e se j = 23™.29% allora j rappresenta la formula 3z, se m
rappresenta la formula 1,

L’insieme Form dei j € w che rappresentano una formula e un
sottoinsieme ricorsivo di w e quindi e definito in V' da una formu-
la @ form che & Ag(w) definibile nella teoria ZF, pit precisamente:

Fissamo per ogni n € w una formula ¢, senza quantificato-
ri tale che ZF F Jlz ¢, (z) e V = ¢,(x)[n]. Allora esiste una



formula (o proprieta) ¢ orm A¢(w)-definibile e tale che per ogni
n € N:

n € il numero di Godel di un formula sse ZF = 3z € wdfopm () Adp ()

Inoltre possiamo supporre che la formula ¢y, catturi le-
satta forma sintattica di una formula, ossia che dato n tale che
V = ¢jorm(n) si possa sapere se n ¢ il numero di Godel della
negazione della fomula rappresentata da un certo m piu piccolo
di n tale che ¢fom(m) ete.(esattamente come si e proceduto for-
malizzare 1’aritmetica nel corso della dimostrazione del teorema
di incompletezza di Godel...).

Ora dato 2" = {ag,--- ,q;), definiamo A(g, X, n, (ag, -+ ,a))
per ricorsione su n nel modo seguente:

g € una funzione

A\

dom(g) = X<¥ x Form
A

im(g) =2

A\

{

n = PPz .3 — (q; = a; < g(Z,n) = 1)

vV
n = 2Pit2Pi+23 . 3 (aj = a; <> g(Z,n) = 1)
V
n = Pi+2Pi+22 | 5 (a; € aj < 9(Z,n) =1)
V

n = 22?23 5 — (q; € a; < g(Z,n) = 1)
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V

n = 7m'11k e [g((ao, T ;al>>n) =1 (g(<a07 T 7al>7m) -
LA g((ag, -+ s ar), k) = 1]

V

n=19" — [g((ao,'“ ;al>7n) =1 g(<a07"' 7al>7m) -
0]

V

n = 23M.29F — [da € Mg({ao, -+ , ax—1)(a){@k41, - ,ar), m) =
l < g(<a07"' 7al>7n) = 1]

}

Una ispezione della formula A(g, X,n, (ag, - ,a;)) mostra
che tale formula ¢ Ay nei parametri g, X,n, (agp, -+ ,q;),w e
che Sat(X,n,Zz) puo essere espressa sia dalla formula g, =
Vg A(g, X,n,Z) — g(Z,n) = 1 che dalla formula ¢g,; = g A(g, X, n, 2)A
g(Z,n) = 1.
Sia T, l'insieme finito di assiomi di ZF necessario a dimo-
strare la proprieta (3) di Sat e ’equivalenza tra le formule g,
e ¢sqr. Invitiamo il lettore a verificare che Ty, Vsar € Pgar testi-
moniano che Sat soddisfa le condizioni (1), (2) e (3) del teorema
4. []

Nel seguito saremo meno dettagliati nella dimostrazione che
determinate proprieta sono Aj-definibili in ZF rispetto a certi
parametri in V.

3 Costruibilita

Possiamo a questo punto procedere a definire in V', L la classe
degli insiemi costruibili:



Definizione 8. e Lj= 10,
® Loy = Def(La),
o Lg=,cpLa se B ¢ limite.
o L =U,coraLa-

Si puo vedere che L ¢ una classe Aj-definibile in V' (senza
parametri) utilizzando le formule seguenti:

e ¢1(9) = g € una funzione Adom(g) é un ordinale A g(0) =
0 ANVa € dom(g) g(a+1) = Def(gs) ANVG € dom(g) limite

9(B) = U{g(a) - o < B}.

e x € L=39¢r(g9) A Ja € dom(g)zx € g(a)
= [Vg(oL(g) Ark(x) € dom(g)) — Ja € dom(g)x € g()].

Ora possiamo procedere come nel libro di Kunen.
Lemma 9. L ha le sequenti proprieta in ZF:

e L, ¢ un insieme transitivo per ogni c,

e L, C R(«a) per ogni «,

e Se vale AC, |L,| = |a| per ogni o > w

Dimostrazione. La dimostrazione e lasciata la lettore e non do-
vrebbe presentare difficolta. Altrimenti rimandiamo al lemma
VI1.1.3 del libro di Kunen. ]

Teorema 10. L = ZF
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Dimostrazione. Estensionalita: L modella ’assioma di esten-
sionalita perché e una classe transitiva.

Unione: Sex € L,, Jr={z:Fyexzey}t={2: L, E
dy €xz €y} € Loy

Separazione: Dato y € L e una formula ¢(z,---x,) ed
as,- - ,a, € L, sia (8 tale che y,as,---,a, € L e per ogni
7€ (Lg)™ Ly = ¢(2) sse L = ¢(Z). Un tale 3 esiste per il
teorema di riflessione applicato in V' alla classe L (vedi teorema
IV.7.5 del libro di Kunen).

Ora {x € y : L E ¢(z,y,a9,---,a,)} = {x € Lg: L |
r € yAolx,y,as,---,a,)} = {x € Lg : Lg =z € y A
(z,y,az,- -+ ,a,)} € Lgy1.

Rimpiazzamento: Data ¢(z,y, 2) tale che per qualche a €
L=¥ L = Vx3lyo(x,y,d) e dato X € L sia per ogni z € X,
a, = min{f : v € Lg41}. Utilizzando l'assioma del rimpiaz-
zamento in V' si ha che o = sup{ay, : 3o € XL = o €
XA¢(x,y,d)} e ben definito, allora per ogni x € X esiste y € L,
tale che L |= ¢(x,y,d) e quindi L, € L testimonia I’assioma del
rimpiazzamento in L per la formula ¢ e I'insieme X.

Potenza: Dato x € L sia @ = sup{ay : y € LAy C zx},
allora P(z)l = P(x)NL C Lye P(x)! ={y € Ly : Lo =y C
x} € Lot ]

Prima di procedere osserviamo che x € L e una proprieta
Aj-definibile in ZF e L = ZF, e quindi che L = = € L sse
V |z € L per ogni x € L. Ossia L1 = LY.

Teorema 11. L | AC ed esiste <, C L X L classe Aq-definibile
senza parametri tale che <p e un buon ordine di L.

Dimostrazione. Diamo solo una dimostrazione informale del lem-
ma: Prima di tutto osserviamo che se X e bene ordinato da <y,
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X< & bene ordinato da <% dove s <% t se s <t oppure [s At
e per il minimo 7 < |s| tale che s(i) # t(¢) si ha che s(i) <x t(1)].

Supponiamo <x sia un buon ordine di X. Dato y € Def(X)
sia ni( € w il minimo intero tale che ni( € Form rappresenta
una formula ¢, e y = {z € X : X = ¢,(2,0)} per qualche
pe X ed 55( la pitt piccola stringa p € X =% rispetto a <%
tale che y ={z € X : X = ¢,(2,p)}.

Ora definiamo

® o= (bv
o <p=Uyep <a se B limite,

o <, 11=<,U <" dove per x,y € Lo11, x <* y € definito nel
modo seguente:

—sex € Ly ey € Ly \ Lo, allora z <* y,

—se &,y € Lay1\ La, allora z <* y se e solo se [nfe < nle

oppure (nk* =nl« e sk <} si)].

Si puo verificare che <= J,corq <o € un buon ordine di L

definito da una proprieta Aj-definibile in ZF senza parametri.
In particolare (<)l =< quindi L = ZFC ed esiste un buon

ordine di L Aj-definibile in ZF. ]

Teorema 12. L = CH

Dimostrazione. La dimostrazione viene rapidamente accennata.
Il punto chiave ¢ il seguente Lemma di Condensazione:

Lemma 13. Sia Ty una lista finita di assiomi di ZF tali che per
ogni modello transitivo M di Ty (<)M =<, NM x M
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Sia V. = L la proprieta Aq-definibile senza parametri espressa
dalla formula®:

Va3g (¢r(g) A o € dom(g) x € g(w))
o dalla formula:
VaVg (¢r(g) A dom(g) > rk(z)) — Ja € dom(g) x € g(a).

Sia T, =TyUTg,; UV = L.
Se M ¢ un insieme transitivo tale che M |= Ty, M = L, per
qualche o.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ lasciata al lettore che puo
eventualmente fare riferimento anche al teorema VI.3.9 nel libro
di Kunen. [

Assumendo questo lemma dimostriamo il seguente:

Lemma 14. Per ogni x € LN P(w) esiste v < (wy)* tale che
x € L.

Se questo ¢ il caso P(w)F C L,,yr e poiché L = ZFC, L |=
| Lz = (wi)*. Quindi L = |P(w)| < (wi)* ossia L = CH.
Dimostriamo ora il lemma:

Dimostrazione. Osserviamo che se M e un qualunque insieme
infinito tale che ) € M ed (M, €) soddisfa 'assioma del paio e
I’assioma dell'unione allora w C M, possiamo quindi supporre
che 'assioma del paio e dell'unione siano nella lista 77,.

Sia x € P(w) N L, sia $ un ordinale limite (potenzialmente
molto maggiore di (w;)¥) tale che x € Lg e Lg = Ty. Tale 3
esiste per il teorema di riflessione applicato ad L. Notare che
0 € Lg ed Lg soddisfa 'assioma del paio e I’assioma dell'unione.

3Ricordiamo che la definizione di ¢ (g) & stata data all’inizio di questa sezione.
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Prendiamo M € L tale che x € M ed M < Lg ed M ¢ nu-
merabile (notare che in generale se 3 > (wy)’, M & un insieme
non transitivo). Tale M esiste per il teorema di Lowenheim Sko-
lem applicato in L alla struttura (Lg, €) (cio € possibile poiche
L = ZFC e quindi il teorema di Lowenheim Skolem vale nella
struttura L.)

Siam: M — N C L il collasso transitivo di M. Allora N e un
insieme numerabile e transitivoe N = M = L. Quindi N =T},
e quindi N = L, per qualche . Ora osserviamo che () € M e che
M soddisfa ’assioma del paio e ’assioma dell’'unione e quindi
che w C M. Da cid possiamo concludere che m(w) = w e che
m(x) = .

Allora v € N = L, ed L = |L,| = ||, poiché L = AC.
Quindi dato che L = N ¢é numerabile , L |= v é numerabile. []

Il teorema ¢ dimostrato modulo alcune parti... ]
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